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Предисловие 
Настоящее пособие предназначено для слушателей подготовитель-

ных курсов, а также для школьников, готовящихся к поступлению в 
высшие учебные заведения, и призвано в интенсивной форме организо-
вать повторение планиметрии, сосредоточить главные усилия учащихся 
на узловых вопросах программы, познакомить с характером и уровнем 
требований, предъявляемых к поступающим в Вузы.  

Пособие написано в соответствии с программой по геометрии для 
поступающих в Вузы. В теоретической части определяются понятия, 
формулируются основные факты и теоремы, которые выпускник дол-
жен знать по этому разделу, а также даются примеры основных приемов 
решения задач. Во второй части содержится большое количество задач 
для аудиторной и самостоятельной работы. Вторая часть пособия со-
держит 15 параграфов. Внутри каждого параграфа задачи близкие по 
содержанию или методу решения объединены одним номером. Задачи, 
как правило, расположены в порядке возрастания трудности, причем 
основные типовые и опорные задачи расположены в начале каждого 
параграфа. 

Читателю рекомендуется уделить внимание задачам на построение, 
поскольку задачи этого типа в большей мере способствуют развитию 
пространственного воображения и усвоению большинства идей и мето-
дов геометрии. Задач на доказательство в пособии существенно меньше, 
чем задач на вычисление, но их выполнение также очень полезно, по-
скольку они отражают те или иные основные свойства фигур, знание 
которых будет полезно при решении задач на вычисление. 

Ко всем задачам пособия даны ответы, а к некоторым еще и указа-
ния. В теоретической части при решении задач и проведении доказа-
тельств использованы значки: 

□  – указывает на начало решения или доказательства; 
 – указывает на завершение решения или доказательства.  

Автор надеется, что данное пособие окажет существенную помощь 
абитуриентам при подготовке к вступительным экзаменам. 

Желаю успеха! 
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Программа по геометрии  
для поступающих в Вузы 

Настоящая программа состоит из трех разделов. 
В первом разделе перечислены основные математические понятия, кото-

рыми должен владеть поступающий как на письменном, так и на устном 
экзамене. 

Второй раздел представляет собой перечень вопросов теоретической 
части устного экзамена. При подготовке к письменному экзамену целесооб-
разно познакомиться с формулировками утверждений из этого раздела. 

В третьем разделе указано, какие навыки и умения требуются от посту-
пающего на письменном и устном экзаменах. 

Объем знаний и степень владения материалом, описанным в программе, 
соответствуют курсу математики средней школы. Поступающий может 
пользоваться всем арсеналом средств этого курса, включая и начала анализа. 
Однако для решения экзаменационных задач достаточно уверенного владе-
ния лишь теми понятиями и их свойствами, которые перечислены в настоя-
щей программе. Объекты и факты, не изучаемые в общеобразователь-
ной школе, также могут использоваться поступающим, но при усло-
вии, что он способен их пояснять и доказывать. 

В связи с обилием учебников и регулярным их переизданием отдельные 
утверждения второго раздела могут в некоторых учебниках называться иначе, 
чем в программе, или формулироваться в виде задач, или вовсе отсутствовать. 
Такие случаи не освобождают поступающего от необходимости знать эти утвер-
ждения. 

I. Основные математические понятия и факты 

Прямая, луч, отрезок, ломаная; длина отрезка. Угол, величина угла. 
Вертикальные и смежные углы. Окружность, круг. Параллельные прямые. 

Примеры преобразования фигур, виды симметрии. Преобразование подо-
бия и его свойства. 

Векторы. Операции над векторами. 
Многоугольник, его вершины, стороны, диагонали. 
Треугольник. Его медиана, биссектриса, высота. Виды треугольников. 

Соотношения между сторонами и углами прямоугольного треугольника. 
Четырехугольники: параллелограмм, прямоугольник, ромб, квадрат, тра-

пеция. 
Окружность и круг. Центр, хорда, диаметр, радиус. Касательная к 

окружности. Дуга окружности. Сектор. 
Центральные и вписанные углы. 
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Формулы площади: треугольника, прямоугольника, параллелограмма, 
ромба, квадрата, трапеции. 

Длина окружности и длина дуги окружности. Радианная мера угла. Пло-
щадь круга и площадь сектора. 

Подобие. Подобные фигуры. Отношение площадей подобных фигур. 
Плоскость. Параллельные и пересекающиеся плоскости. 
Параллельность прямой и плоскости. 
Угол прямой с плоскостью. Перпендикуляр к плоскости. 
Двугранные углы. Линейный угол двугранного угла. Перпендикуляр-

ность двух плоскостей. 
Многогранники. Их вершины, грани, диагонали. Прямая и наклонная 

призмы; пирамиды. Правильная призма и правильная пирамида. Паралле-
лепипеды, их виды. 

Фигуры вращения: цилиндр, конус, сфера, шар. Центр, диаметр, радиус 
сферы и шара. Плоскость, касательная к сфере. 

Формулы площади поверхности и объема призмы. 
Формулы площади поверхности и объема пирамиды. 
Формулы площади поверхности и объема цилиндра. 
Формулы площади поверхности и объема конуса. 
Формулы объема шара. 
Формулы площади сферы. 

II. Основные формулы и теоремы 

Свойства равнобедренного треугольника. Свойства точек, равно-
удаленных от концов отрезка. Признаки параллельности прямых. 

Сумма углов треугольника. Сумма внешних углов выпуклого много-
угольника. 

Признаки параллелограмма, его свойства. 
Окружность, описанная около треугольника. Окружность, вписанная в 

треугольник. Касательная к окружности и ее свойство. Измерение угла, 
вписанного в окружность. Признаки подобия треугольников. Теорема Пи-
фагора. 

Формулы площадей параллелограмма, треугольника, трапеции. Фор-
мула расстояния между двумя точками плоскости. Уравнение окружно-
сти. 

Признак параллельности прямой и плоскости. 
ёёёПризнак параллельности плоскостей. 
Теорема о перпендикулярности прямой и плоскости. 
Перпендикулярность двух плоскостей. 
Теоремы о параллельности и перпендикулярности плоскостей. 
Теорема о трех перпендикулярах. 
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III. Основные умения и навыки 

Экзаменующийся должен уметь: 
Изображать геометрические фигуры на чертеже и производить про-

стейшие построения на плоскости. 
Использовать геометрические представления при решении алгебраи-

ческих задач, а методы алгебры и тригонометрии – при решении гео-
метрических задач. 

Проводить на плоскости операции над векторами (сложение и вычи-
тание векторов, умножение вектора на число) и пользоваться свойствами 
этих операций. 
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Глава 1. Введение в планиметрию 
§ 1. Основные понятия 

Планиметрия – раздел геометрии, в котором изучаются свойства 
фигур, расположенных в одной плоскости. Под геометрической фигу-
рой понимается любое множество точек. 

Всякое аксиоматическое построение геометрии включает в себя: 
1) список основных неопределяемых понятий (объектов, отношений 

и т.д.); 
2) список утверждений, не подлежащих доказательству (аксиом); 
3) определения других, более сложных понятий; 
4) формулировки и доказательства других утверждений (теорем, 

следствий и т.д.). 
Теорема – утверждение, имеющее большое теоретическое значение.  
Следствие – утверждение, которое сравнительно просто выводится 

из другого утверждения. 
Так как в разных школах при изучении планиметрии в основном ис-

пользуются учебники А.В. Погорелова «Геометрия 7-11» или Л.С. Ата-
насяна «Геометрия 7-9», приведем трактовку основных понятий и фор-
мулировку аксиом, используемых названными авторами. 

Аксиоматика А.В. Погорелова 
Основные, неопределяемые понятия: точка, прямая, «лежать 

между» (для точек одной прямой), принадлежность. Прямая – неко-
торое множество точек. Плоскость – множество всех точек. 

Аксиомы: 
Основные свойства принадлежности точек и прямых на плоскости: 
I. Какова бы ни была прямая, существуют точки, принадлежащие 

этой прямой, и точки, не принадлежащие ей. Через любые две точки 
можно провести прямую, и только одну. 

Отрезок – часть прямой, состоящая из всех точек этой прямой, ле-
жащих между двумя данными ее точками. 

Основное свойство расположения точек на прямой: 
II. Из трех точек на прямой одна и только одна лежит между двумя 

другими. 
Основное свойство измерения отрезков: 
III. Каждый отрезок имеет определенную длину, большую нуля. 

Длина отрезка равна сумме длин частей, на которые он разбивается лю-
бой его точкой. 
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Основное свойство расположения точек относительно прямой на 
плоскости: 

IV. Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости. Отрезок, со-
единяющий две точки одной полуплоскости, не пересекает прямую, а 
отрезок, соединяющий две точки разных полуплоскостей, пересекает 
прямую. 

Полупрямая (луч) – часть прямой, состоящая из всех точек этой 
прямой, лежащих по одну сторону от данной ее точки. 

Угол – фигура, состоящая из точки – вершины угла и двух различ-
ных полупрямых, исходящих из этой точки, – сторон угла. 

Основные свойства измерения углов: 
V. Каждый угол имеет определенную градусную меру, большую ну-

ля. Развернутый угол равен . Градусная мера угла равна сумме 
градусных мер углов, на которые он разбивается любым лучом, прохо-
дящим между его сторонами. 

°180

Основные свойства откладывания отрезков и углов: 
VI. На любой полупрямой от ее начальной точки можно отложить 

отрезок заданной длины, и только один. 
VII. От любой полупрямой в заданную полуплоскость можно отло-

жить угол с заданной градусной мерой, меньшей , и только один. °180
Треугольник – фигура, состоящая из трех точек, не лежащих на од-

ной прямой, и трех отрезков, попарно соединяющих эти точки. 
Два отрезка называются равными, если они имеют одинаковую 

длину. Два угла называются равными, если они имеют одинаковую уг-
ловую меру в градусах. 

Треугольники называются равными, если у них соответствующие 
стороны равны и соответствующие углы также равны. 

Основные свойства простейших фигур: 
VIII. Каков бы ни был треугольник, существует равный ему тре-

угольник, расположенный заданным образом относительно данной по-
лупрямой. 

Две прямые называются параллельными, если они не имеют общих 
точек. 

Основное свойство параллельных прямых: 
IX. Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести на 

плоскости не более одной прямой, параллельной данной.  
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Аксиоматика Л.С. Атанасяна 
Основные, неопределяемые понятия: точка, прямая, длина отрез-

ка, наложение. Неопределяемое отношение: лежать между (для трех 
различных точек одной прямой). 

Аксиомы: 
1) Каждой прямой принадлежат по крайней мере две точки. 
2) Имеются по крайней мере три точки, не лежащие на одной пря-

мой. 
3) Через любые две различные точки проходит прямая, и притом 

только одна. 
4) Из трех различных точек прямой одна и только одна лежит между 

двумя другими. 
5) Каждая точка  прямой разбивает ее на две части (два луча) так, 

что любые две точки одного и того же луча лежат по одну сторону от 
, а любые две точки разных лучей лежат по разные стороны от точки  
. 

O

O
O

Примечание: точки  и A B  лежат по одну сторону от точки O , ес-
ли  – различные точки одной прямой и  лежит между  и OBA ,, O A
B . 

6) Каждая прямая разделяет плоскость на две части (две полуплос-
кости) так, что любые две точки одной полуплоскости лежат по одну 
сторону от прямой , а любые две точки разных полуплоскостей лежат 
по разные стороны от прямой . 

a
a

Примечания: а) плоскость – множество всех точек; б) отрезок 
 – множество точек прямой , состоящее из точек  и всех 

точек, лежащих между  и 
AB AB BA,

A B ; в) точки плоскости  и A B  лежат по 
одну сторону от прямой , если отрезок  не имеет общих точек с 
прямой . 

a AB
a

7) Если при наложении совмещаются концы двух отрезков, то со-
вмещаются и сами отрезки. 

Примечания: а) предполагается, что наложение является взаимно 
однозначным отображением плоскости на себя; б) две фигуры называ-
ются равными, если существует наложение, переводящее одну из них в 
другую. 

8) На любом луче от его начала можно отложить отрезок, равный 
данному, и притом только один. 

9) От любого луча в данную полуплоскость можно отложить угол, 
равный данному, и притом только один. 
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10) Любой угол ),( ba∠  ( a  и  – его стороны) можно совместить 
наложением с равным ему углом 

b
),( dc∠  двумя способами: а)  со-

вместить с ,  b  с ;  б)  совместить с ,  с c . 
a

c d a d b
11) Любая фигура равна самой себе. 
12) Если фигура  равна фигуре Ф , то ФФ ′ ′  равна Ф . 
13) Если фигура  равна фигуре , а Ф Ф ′ Ф ′  равна фигуре Ф ′′ , то 

 равна Ф . Ф ′′
14) При выбранной единице измерения отрезков длина каждого от-

резка выражается положительным числом. 
Примечания: 1) В качестве единицы измерения может быть выбран 

любой отрезок, длина его по определению считается равной 1. 
2) Предполагается, что каждому отрезку приписано некоторое дей-

ствительное число, называемое длиной этого отрезка (процесс измере-
ния отрезков находится вне пределов данной аксиоматики, хотя может 
быть также описан аксиомами). 

15) При выбранной единице измерения отрезков для любого поло-
жительного числа существует отрезок, длина которого выражается этим 
числом. 

16) Через точку плоскости, не лежащую на данной прямой, прохо-
дит одна и только одна прямая, параллельная данной (т.е. не имеющая с 
ней общих точек). 

Примечание: эта аксиома называется аксиомой параллельности 
Евклида или пятым постулатом Евклида. 

 
Дальнейшее изложение курса не привязано к какому-то конкретно-

му учебнику и является общим. 

 10



§ 2. Луч, отрезок, угол 
Луч с вершиной  – часть прямой, со-

стоящая из точек, лежащих по одну сторону 
от . Если  – точка прямой, а точки 

A

A A B  и 
C лежат на этой прямой по разные стороны 
от A (см. рис. 1), то возникают два луча с 
вершиной . Они называются противопо-
ложными или дополнительными лучами. 
Часто их обозначают  и . 

A

)[AB )[AC

A

B

C A B  
Рис. 1 

Отрезок  – часть прямой, состоящая из точек , AB A B  и всех то-
чек, лежащих между  и A B . Точки  и A B  – концы отрезка. Для от-

резка  часто используют обозначение . AB ][AB
A

B
C

b

a

Рис. 2 

Угол – фигура, состоящая из двух лучей с об-
щей вершиной. Обозначение: ), ba(∠  или 

ABC∠  (см. рис. 2). Общая вершина лучей – вер-
шина угла. Лучи a и b – стороны угла. Внутрен-
ность угла (или внутренняя область угла) – 
часть плоскости, ограниченная сторонами угла. 

Примечание: иногда углом называют его 
внутреннюю область. 

Смежные и вертикальные углы 

Углы, у которых одна сторона общая, а 
две другие являются взаимно противопо-
ложными лучами, называются смежными 
углами (см. рис. 3). a b

 
Рис. 3 Теорема. Величины смежных углов 

в сумме составляют180 : ° °=+ 180βα . 
Следствия.  
1. Если два угла равны, то смежные с ними углы равны. 
2. Если угол не развернутый, то его градусная мера меньше 180 . °

Углы называются вертикальными, 
если стороны одного угла являются про-
тивоположными лучами, сторон другого 
(см. рис. 4). 

α β

Рис. 4 Теорема. Вертикальные углы рав-
ны между собой: βα = . 
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Развернутый угол – угол, стороны ко-
торого являются взаимно противоположны-
ми лучами (см. рис. 5). Величина разверну-
того угла равна  или °180 π  радиан. Рис. 5 

Прямой угол – угол, равный смежному с 
ним углу (см. рис. 6). Величина прямого угла 

равна  или °90
2
π

 радиан. 
Рис. 6 

Острый угол – угол, меньший прямого: 

°< 90α , тупой угол – угол, больший прямого: °> 90α . 
При пересечении двух прямых образуется несколько пар смежных 

и вертикальных углов: 
∠ 1 и 2, 2 и ∠ ∠ ∠ 3, ∠ 3 и ∠ 4, 4 и ∠ ∠ 1 – 
смежные углы (см. рис. 7);  1 2

34
 

Рис. 7 

∠ 1 и 3, 2 и ∠ ∠ ∠ 4 – вертикальные углы (см. рис. 
7). 

Угол между прямыми – наименьший из углов, 
образованных лучами, полученными при пересече-
нии этих прямых. Этот угол может быть лишь ост-
рым или прямым. 

Величина угла. Углы можно измерять в градусах или радианах. 

Один градус (1 ) – °
1

180
 часть развернутого угла.  

Радиан – центральный угол, у которого соответствующая дуга ок-
ружности равна по длине радиусу. 

Связь между градусной и радианной мерой угла: если угол со-

держит  и °x α  радиан, то  °⋅= 180
π
αx ; 

°
°

=
180

xπα . 

Биссектриса угла – луч, исходящий из 
вершины угла, проходящий между его сто-
ронами и делящий угол пополам. 

Рис. 8 

Свойство биссектрисы. Точка, лежа-
щая на биссектрисе угла, равноудалена 
от сторон угла (см. рис. 8). 
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§ 3. Перпендикулярность и параллельность  
прямых на плоскости 

Перпендикулярные прямые – прямые, угол между которыми равен 
. Обозначение: ⊥ . °90 a b

Теорема. Через каждую точку прямой можно провести 
перпендикулярную ей прямую, и эта прямая единственна. 

Перпендикуляром из точки к данной прямой называется отрезок 
прямой, перпендикулярной данной, который имеет одним из своих кон-
цов их точку пересечения, называемую основанием перпендикуляра, а 
другой совпадает с данной точкой. 

Длина перпендикуляра, опущенного из данной точки на прямую, 
называется расстоянием от точки до прямой. 

Теорема 1. Из любой точки прямой можно восставить перпен-
дикуляр к этой прямой, и этот перпендикуляр единствен. 

2. Из любой точки вне прямой можно опустить перпендикуляр 
на эту прямую, и этот перпендикуляр единствен. 

Пусть −AB прямая, −0M основание перпендикуляра, опущенного 
на нее из точки M  (см. рис. 9). Возьмем на  произвольную точку 

, отличную от , и соединим с точ-
кой 

AB
C 0M

M . Полученная прямая образует с 
 углы, отличные от прямого, и назы-

вается наклонной. Через точку 
AB

M  можно 
провести бесчисленное множество на-
клонных. Точка  называется основани-
ем наклонной. Отрезок  между ос-
нованиями перпендикуляра и наклонной, 
проведенных из точки 

С
СM 0

M  к прямой , 
называется проекцией наклонной.  

A

M1

M

C
B

M0

Рис. 9 

AB

Примечание. В более узком смысле 
наклонной называется отрезок MC  (см. 
рис. 9). 

Точки M  и  называются симметричными относительно пря-
мой , если они расположены на прямой перпендикулярной  и 

 (см. рис. 9). 

1M
AB AB

100 MMMM =
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Свойства наклонных: 
1. Если из данной точки M к одной и той же прямой  прове-

дены п рпендикуляр и н кл нная, то нак онна  длиннее перпендику-
ляра.  

AB
е а о л я

2. Из двух наклонных, проведенных из одной точки, больше та, 
которая имеет большую проекцию, т.е. основание которой дальше 
отстоит от основания перпендикуляра. 

3. Если две различные наклонные, проведенные к прямой  из 
одной и той же точки 

AB
M , равны, то их основания лежат по раз-

ные стороны от основания перпендикуляра, опущенного на  из 
той же точки, на равных расстояниях от него.  

AB

Прямая, перпендикулярная к отрезку и 
проходящая через его середину, называется 
серединным перпендикуляром к данному 
отрезку. 

A
C

B

M

 
Рис. 10 

Теорема (свойство перпендикуляра, 
проведенного к отрезку в его середину). 
Перпендикуляр, проведенный к отрезку в 
его середину, является геометрическим 
местом точек, равноотстоящих от кон-
цов отрезка. 

−MТак, если  произвольная точка пер-
пендикуляра восстановленного из середины 
отрезка  (см. рис. 10), то AB .MBMA =   

Прямые (на плоскости) называются парал-
лельными, если они не имеют общих точек. 
Обозначение:  (см. рис. 11). ||a b

a

b

Рис. 11 

Расстоянием между параллельными пря-
мыми называется расстояние от какой-нибудь 
точки одной прямой до другой прямой (см. оп-
ределение на стр. 13). 

Теорема 1. Через точку, не лежащую на данной прямой можно 
провести параллельную ей прямую, и только одну. 

Теорема 2. Два перпендикуляра к одной прямой параллельны 

или совпадают: a ⊥ b , ⊥   или b ⇒с a с a с= .  

Теорема 3. Если прямая перпендикулярна одной из параллель-
ных прямых, то она перпендикулярна и другой. 
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Свойства параллельных прямых: 

(1) Две прямые, параллельные одной и той же прямой, парал-
лельны между собой или совпадают: ,  ⇒   или ||a c ||b c ||a b a b= . 

(2) Если прямая пересекает одну из параллельных прямых, то 
она пересекает и другую. 
Углы, образованные двумя параллельными прямыми и секущей 
Пусть  и  – прямые (не обязательно параллельные) и  – пря-

мая, пересекающая  и  (см. рис. 12). Прямая  по отношению к 
прямым  и  называется секущей. В этом случае возникает несколько 
пар углов, названия которых следующие: 

a b с
a b с

a b

∠ 1 и 2, ∠ ∠ 3 и ∠ 4 – внутренние накрест лежащие; 
∠ 5 и 6, ∠ ∠ 7 и ∠ 8 – внешние накрест лежа-

щие; 
5
1
4

7
3
2

8 6b

a

c

Рис. 12 

∠ 1 и 8, ∠ ∠ 3 и ∠ 6, ∠ 4 и ∠ 5, 2 и ∠ ∠ 7 – со-
ответственные; 

∠ 1 и 4, ∠ ∠ 2 и ∠ 3 – внутренние односторон-
ние; 

∠ 5 и 8, ∠ ∠ 6 и ∠ 7 – внешние односторонние. 

Теорема. Прямые  и  параллельны тогда и 
только тогда, когда они образуют с секущей : 

a b
с

(1) равные между собой внутренние (или внешние) накрест ле-
жащие углы: ||a b ⇔  ∠ 1 = ∠ 2;  ||a b ⇔ ∠ 5 = ∠ 6 и т.д.; 

(2) равные между собой соответственные углы:  ||a b ⇔  
 и т.д.; 4∠ = ∠5

(3) внутренние (или внешние) односторонние углы, сумма кото-
рых равна :  °180 ||a b ⇔  1 4 180∠ +∠ = ° ;  ||a b ⇔  6 7 180∠ +∠ = °  и 
т.д. 

Углы с параллельными или перпендикулярными сторонами 
Для углов с соответственно параллельными сторонами справедливы 

следующие предложения: 
1. Если стороны  и  одного угла соответственно параллель-

ны сторонам  и  другого угла и одинаково направлены, то углы 
равны (см. рис. 13а). 

a b
1a 1b

2. Если при одном и том же условии параллельности стороны  
и  одного угла направлены противоположно сторонам  и  
другого угла, то углы равны (см. рис. 13б) . 

a
b 1a 1b
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3. Если стороны  и  параллельны и одинаково направлены, а 
стороны  и  параллельны и противоположно направлены, то 

углы дополняют друг друга до развернутого (см. рис. 13в). 

a 1a
b 1b

a

b1 a1 b

a

a1

b1

a

b
b

b1

a1

a1

b1

a

b

a1

 
    Рис. 13а         Рис. 13б               Рис. 13в                  Рис. 13г 

Для углов с соответственно перпендикулярными сторонами спра-
ведлива теорема: углы с соответственно перпендикулярными сторо-
нами равны или дополняют друг друга до развернутого (см. рис. 13г). 

§ 4. Равенство и подобие фигур 
Преобразованием одной фигуры в другую называется правило, по 

которому каждой точке первой фигуры ставится в соответствие единст-
венная точка второй фигуры. 

Преобразование фигуры F  в фигуру F ′  называется движением, 
если расстояние между любыми двумя точками первой фигуры равно 
расстоянию между соответствующими точками второй фигуры. 

В общем случае движение – вза-
имно однозначное отображение плос-
кости в себя, сохраняющее расстоя-
ния между любыми точками: если 

 и AA ′→ BB ′→ , то BAAB ′′=  
(см. рис. 14). 

A
B

A' B'  
Рис. 14 

Равные фигуры – фигуры, кото-
рые могут быть переведены  друг в  
друга некоторым движением. 
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Виды преобразований фигур на плоскости 
Поворот 

Преобразование фигуры F  в фигуру F ′  
называется поворотом на угол α  относи-
тельно точки , если каждой точке   этой 
фигуры ставится в соответствие такая точ-
ка , что  и  равноудалены от задан-
ной точки  (центра поворота) и угол 

 равен заданному углу (углу поворо-
та) (см. рис. 15). 

O 1A

2A 1A 2A
O

21OAA

A2

A1

O

Рис. 15 

Параллельный перенос 

Преобразование фигуры F  в фи-
гуру F ′  называется параллельным 

переносом на вектор , если каждой 
точке  этой фигуры ставится в со-
ответствие такая точка , что вектор 

 равен заданному вектору  
(вектору переноса) (см. рис. 16). 

a
→

1A

2A

1 2A A
→

a
→

1

A1

a

A2

Рис. 16 

Симметрия относительно прямой 
(оси) 

Две точки  и , располо-
женные по разные стороны от пря-
мой  на одном и том же перпенди-
куляре к ней и на одинаковом рас-
стоянии от основания L перпендику-
ляра, называются симметричными 
относительно прямой (оси) . 

A A

a

a
Две фигуры называются сим-

метричными относительно прямой 
(оси) , если каждой точке одной 
фигуры соответствует симметричная 
ей относительно  точка другой 

фигуры. Аналогично определяется осевая симметрия двух частей и од-
ной и той же фигуры (см. рис. 17). 

a

a

A A1

a

L

Рис. 17 
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Любые две фигуры, симметричные относительно какой-нибудь оси, 
равны. Однако для совмещения таких фигур в общем случае требуется 
переворот (вынос из плоскости) одной из них. 

Преобразование фигуры F  в фигуру F ′ называется осевой сим-
метрией с данной осью, если каждой точке этой фигуры ставится в со-
ответствие точка, симметричная ей относительно данной оси. 

Если многоугольник имеет ось симметрии, то каждая его вершина, 
не лежащая на оси симметрична некоторой другой его вершине. 

Симметрия относительно точки (центра) 

Две точки  и , располо-
женные на одной прямой с точкой 

 по разные стороны от нее на 
одинаковом расстоянии, называ-
ются симметричными относи-
тельно точки  (см. рис. 18). 
Точку  называют также цен-
тром  симметрии. 

A 1A

O

O
O

Если для двух точек  и A B  
какой-нибудь прямой  по-
строить симметричные им отно-
сительно некоторой точки  точ-
ки  и , то  

AB

O
1B || AB1A ,11BA

ABBA =11  и каждой точке D  
прямой  соответствует симметричная ей относительно того же цен-
тра  точка  на прямой . 

AB
O 1D 11BA

A

A1O

B

B1

O D1

A1

A

D

Рис. 18 

Две фигуры называются симметричными относительно точки , 
если каждой точке одной фигуры соответствует симметричная ей отно-
сительно центра симметрии  точка другой фигуры. Такая симметрия 
двух фигур называется  центральной симметрией. 

O

O

Преобразование фигуры F  в фигуру F ′  называется центральной 
симметрией с центром в данной точке, если каждой точке этой фигуры 
ставится в соответствие точка, симметричная относительно данного 
центра. 

Если каждой точке фигуры соответствует симметричная ей точка 
этой же фигуры, то говорят, что данная фигура имеет центр симметрии. 

Если многоугольник имеет центр симметрии, то каждая его верши-
на симметрична некоторой другой его вершине. 

 18



Каждую фигуру можно совместить с фигурой ей центрально-
симметричной путем ее поворота вокруг центра симметрии на . 
Центрально-симметричные фигуры можно совместить друг с другом без 
переворота, т.е. без выноса из плоскости. 

°180

Теоремы.  
(1) Центральная симметрия является движением. 
(2) Осевая симметрия является движением. 
(3) Поворот является движением. 
(4) Параллельный перенос является движением. 
(5) При движении отрезок преобразуется в отрезок. 
(6) При движении треугольник преобразуется в равный ему тре-

угольник. 
(7) При движении угол преобразуется в равный ему угол. 
(8) При движении многоугольник преобразуется в равный ему 

многоугольник. 
Преобразование подобия 

Преобразование фигуры F  в фигуру F ′  называется преобразова-
нием подобия, если при этом преобразовании расстояния между точка-
ми изменяются в одно и тоже число раз: если AA ′→  и BB ′→ , то 

( ), причем число ABkBA ⋅=′′ 0>k −k  одно и то же для всех точек A, 
B. Число  называется коэффициентом подобия. k

Свойства преобразования подобия: 
1. Преобразование подобия переводит прямые в прямые, полу-

прямые в полупрямые, отрезки в отрезки. 
2. Преобразование подобия сохраняет углы между полупрямыми. 
Подобие фигур. Две фигуры подобны, если существует преобразо-

вание подобия, переводящее одну из этих фигур в другую. 
Из свойств преобразования подобия следует:  
1. Если фигура F  подобна фигуре F ′ , а фигура F ′  подобна фи-

гуре F ′′ , то фигуры F  и F ′′  подобны. 
2. У подобных фигур соответствующие углы равны, а соответ-

ствующие отрезки пропорциональны.  
Два многоугольника называются подобными, если они имеют соот-

ветственно равные углы и сходственные стороны их пропорциональны. 
Сходственными сторонами называют стороны, лежащие против 

равных углов. 
В записи подобия треугольников: 111~ CBAABC ∆∆  – предполага-

ется, что вершины совмещаемые преобразованием подобия, стоят на 
соответствующих местах, т.е. , , .  1AA→ 1BB → 1CC →
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Гомотетия 
Преобразование фигуры F  в фигуру F ′  называется гомотетией 

(преобразованием центрального подобия) с данным центром точки O  и 
коэффициентом подобия k , если каждой точке  этой фигуры ставит-

ся в соответствие такая точка , что .  

1A

2A 2 1OA k OA
→ →

=
Примечание. Коэффициент подобия может принимать как поло-

жительные (см. рис. 19), так  и отрицательные значения (см. рис. 20).  
k

Д
они 
мые
мног
подо

Т
(
(
(

мно

 

A1

a

A2

O

k > 0

      

O

A2

A1

k < 0

       Рис. 19   Рис. 20 
ва подобных многоугольника называются гомотетичными, если 
расположены так, что сходственные их стороны параллельны. Пря-
, которые соединяют вершины равных углов двух гомотетичных 
оугольников, пересекаются в одной точке, называемой центром 
бия (центром гомотетии). 

еоремы.  
1) При гомотетии отрезок преобразуется в отрезок. 
2) При гомотетии угол преобразуется в равный ему угол. 
3) При гомотетии многоугольник преобразуется в подобный ему 
гоугольник. 
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Глава 2. Построения на плоскости 
§ 1. Геометрические места (множества) точек на 

плоскости  
Геометрическим местом точек называется множество всех точек, 

обладающих одним или несколькими общими свойствами. Например: 
(1) Геометрическое место точек, равноудаленных от данной точки 

плоскости, – окружность с центром в этой точке. 
(2) Геометрическое место точек, равноудаленных от двух данных 

точек плоскости, – прямая, перпендикулярная к отрезку, соединяющему 
эти точки, и проходящая через его середину. 

(3) Геометрическое место точек, равноудаленных от точек прямой 
, – совокупность двух параллельных прямых, расположенных по раз-

ные стороны на равных расстояниях от прямой . 
l

l
(4) Геометрическое место точек, равноудаленных от двух пересе-

кающихся прямых, – совокупность двух биссектрис углов, образован-
ных этими прямыми (эти биссектрисы взаимно перпендикулярны). 

(5) Геометрическое место точек, равноудаленных от двух парал-
лельных прямых, – прямая, параллельная этим прямым, расположенная 
между ними на одинаковом расстоянии от них. 

(6) Геометрическое место точек, из которых данный отрезок AB ви-
ден под данным углом α , – совокупность двух дуг окружностей радиу-

са 
αsin2

ABR = . Если °= 90α , то искомое геометрическое место – ок-

ружность с диаметром . AB
Геометрические места точек (1) – (6) могут быть построены с по-

мощью циркуля и линейки. 
(7) Пусть 1,0 ≠> kk  и  – фиксированные точки плоскости. 

Тогда геометрическое место точек 
BA,

M  таких, что kMBMA =: , – ок-
ружность, центр которой лежит на прямой . AB

Для получения представления о геометрическом месте (множестве) 
точек часто бывает полезно составить уравнение этого множества. Рас-
смотрим в качестве примера следующую задачу. 

Задача. Выяснить, что представляет собой множество точек 
плоскости, для которых сумма расстояний до заданной точки и задан-
ной прямой равна постоянному числу.  

Решение. □ Обозначим упоминающееся в задаче число буквой a . 
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Введем систему координат так, чтобы данная прямая  совпадала с 
осью абсцисс, а данная точка  лежала на оси ординат. Пусть . 
Если 

l
A (0; )A c

( ; )M x y  – точка плоскости, а ( ;0)N x  – основание перпендикуля-
ра, опущенного из точки  на прямую , то условие задачи записыва-

ется так: 
A l

aMNAM =+ , т.е. 

aycxy =+−+ 22)(|| . Ясно, что 
ac ≤ . Если ac = , то искомое множе-

ство есть отрезок  оси . Если ];0[ c Oy
ac < , то получаем:  

a

a2-c2

2
c+a

a-c
2

c

x

y

A
M

N

Рис. 1 

2 2

2 2

2(

2(

x c
c a

y
x c

c a

⎧ + −
⎪

−⎪= ⎨
+ −⎪

2

2

если

если

, 0,
)

, 0.
)

a y

a y

>

<⎪ +⎩

 

Таким образом искомое множество состоит из двух дуг парабол (см. 
рис. 1).  

§ 2. Построения циркулем и линейкой 

В теории геометрических построений 
имеют дело с идеальными математиче-
скими инструментами циркулем и линей-
кой. Циркуль позволяет строить окруж-
ность с центром в заданной точке радиуса, 
равного заданному отрезку. Линейка по-
зволяет проводить прямую через две за-
данные точки. Таким образом, идеальная 
математическая линейка не имеет делений 
(с ее помощью нельзя отмерять отрезки 

заданной длины). Линейка односторонняя и имеет неограниченную 
длину (см. рис. 2). С помощью циркуля и линейки можно находить точ-
ки пересечения двух прямых, прямой и окружности, двух окружностей. 
Кроме того, при решении задач на построение мы вправе выбрать про-
извольную точку на какой-либо прямой, окружности, в области. 

Рис. 2 
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Решить задачу на построение – значит указать конечную после-
довательность основных построений, после выполнения которых иско-
мая фигура уже будет считаться построенной в силу принятых аксиом. 

Как правило, решение задачи на построение содержит следующие 
этапы решения:  

анализ – здесь предполагается, что требуемый объект уже построен,  
и мы пытаемся из условий задачи получить необходимую информацию  
для выполнения построения;  

построение – составление алгоритма, т.е. последовательности дей-
ствий, в результате которых строится объект; 

доказательство того, что данный объект обладает требуемыми 
свойствами и других объектов, удовлетворяющих условиям задачи, нет;  

исследование – выяснение, при каких условиях задача имеет реше-
ния и сколько этих решений. 

Простейшие задачи на построение  
Следующие задачи относятся к числу простейших. Они часто ис-

пользуются при решении более сложных задачах в качестве звеньев це-
почки построений.  

(1) Построить отрезок, равный данному (т.е. на данной прямой от 
данной ее точки отложить в заданную сторону отрезок, равный данному 
отрезку). 

(2) Разделить данный отрезок пополам. 
Решение. □ Из концов  и A B  дан-

ного отрезка  одним и тем же произ-
вольным, но большим половины отрезка 

, радиусом 

AB

AB R  описываем две дуги, 
которые пересекаются в двух точках  и C
D . Точки  и C D  соединяем прямой 

. Точка CD N  пересечения прямых  
и  является искомой, делящей отре-

AB
CD
A

R

N

C

D

B

R

AN=NB

Рис. 3
зок  пополам (см. рис. 3).  AB
(3) Восставить перпендикуляр к 

данной прямой из данной точки на 
этой прямой.  

Решение. □ Восстановим перпен-
дикуляр из точки N . Построение 
можно выполнить, применяя прием, 
разобранный при решении предыду-
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R

R1

N

C

D

B

R1

a

Рис. 4



щей задачи. На данной прямой  следует лишь отложить по обе сторо-
ны от точки 

a
N  равные отрезки AN NB= , a затем повторить построе-

ния, используемые при делении отрезка пополам (см. рис. 4).  
(4) Опустить перпендикуляр из данной точки вне прямой на эту 

прямую.  
Решение. □ Опустим пер-

пендикуляр из точки  на 
прямую . Построение мож-
но выполнить, применяя по-
строения предыдущего пунк-
та. Достаточно получить на 
данной прямой  две точки 

 и 

C
a

a
A B  при помощи дуги с 
центром в точке  произ-
вольного радиуса 

C
R  больше-

го, чем расстояние от точки 
 до прямой , а дальше 

использовать прием деления 
отрезка пополам (см. рис. 5).  

C a

A

R

N

C

D

B

R

R

a

 
Рис. 5 

(5) На луче  в вершине MN M  построить угол, равный заданному 
углу . ABC

Решение. □ Из вершины B  описываем дугу  произвольного ра-
диуса и тем же радиусом из центра 

KL
M  проводим дугу, пересекающую 

луч MN  в точке . Из точки  радиусом, равным отрезку , про-
водим окружность, пересекающую первую в точке 

Q Q KL
P . Полученную 

точку соединяем с вершиной M . Угол – искомый (см. рис. 6).  PMQ

 

A

L

K

CB Q

P

NM  
Рис. 6
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(6) Через данную точку вне прямой провести прямую, параллель-
ную этой прямой. 

Решение. □ Пусть −a данная прямая, −O  произвольная точка, не 
лежащая на этой прямой. Для 
решения задачи проведем 
дугу произвольным радиусом 
R  с центром в точке , пе-
ресекающую прямую . Из 
точки пересечения 

O
a

B , лежа-
щей на заданной прямой, как 
из центра, тем же радиусом 
R  описываем дугу . За-
тем раствором циркуля ра-
диуса  из точки 

OA

AO B  про-
водим дугу, пересекающую первую в точке N . Прямые  и  
параллельны (см. рис.7).  

AB ON

A

R

O

B

R1

AB || ON
N

R1

a

Рис. 7 

(7) Разделить данный отрезок  на данное число равных частей. AB

Решение. □ Проводим прямую , параллельную , на которой 
откладываем заданное число равных 
отрезков произвольной длины, на-
пример 

ab AB

nbmnlmklak ====  (см. 
рис. 8). Далее, проводим прямые 

 и через точку их пересечения 
 проводим лучи , 

которые и пересекут  в точках 
, делящих данный отре-

зок  на заданное число равных 

bBaA,
O nOmOlOkO ,,,

AB
NMLK ,,,

AB
A
MLK

B

bnmlka

N

O
Рис. 8
частей (в данном примере на 5).  

(8) Данный отрезок разделить на части, пропорциональные данным 
величинам. 

Решение. □ Построение аналогично построению, описанному в 
предыдущем примере. Для решения задачи следует на прямой  от-
ложить отрезки, длины которых равны данным величинам.  

ab
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(9) Разделить данный угол пополам. 

A

D

E

B

b

c

d

a

C

F

Рис. 9 

Решение. □ Из вершины  произ-
вольным радиусом проводим дугу 

A
DE . 

Из точек D  и E  ее пересечения со сто-
ронами  и  описываем произволь-
ными равными радиусами дуги . 
Точку их пересечения 

AB AC
cdab,

F  соединяем с . 
Полученная прямая 

A
AF  делит угол  

пополам, т.е. является его биссектрисой 
(см. рис. 9).  

BAC

(10) Построить касательную ую через точ-
ку, не принадлежащую ей. 

MO1

Решение. □ На отрезке 
OM как на диаметре строим 
окружность, пересекающую 
данную окружность в точках 
K  и . Прямые 1K MK  и 

 – искомые касательные, 
так как они перпендикулярны 
радиусам  и  (углы 

 и – прямые, 
как вписанные и опирающие-
ся на диаметр) (см. рис. 10).  

1MK

OK 1OK
OKM MOK1

(11) К двум данным окружн
тельную. 

Решение. □ Пусть 
радиусы данных ок-
ружностей равны R  и 
r  ( rR > ). Из центра 
большего круга  
(см. рис. 11) проводим 
окружность радиусом 

1O

rR − . К ней из цен-
тра  меньшего кру-
га строим касательную 

. Из центра  

2O

KO2 1O

 

к окружности, проходящ

K

O

K1

 

Рис. 10
остям провести общую внешнюю каса-

O1

A2

A3

A1

K

A4

O2

R
r

l1

l2

R-r

Рис. 11 
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через точку касания K  проводим радиус большой окружности . 
Из точки  проводим прямую перпендикулярную  до пересече-
ния в точке  с меньшей окружностью. Точки  и  соединяем. 
Прямая  – искомая касательная. Задача допускает два решения 
(  и ), если меньший круг не лежит целиком внутри большего 

11AO

1A 11AO

2A 1A 2A

21AA

21AA 43AA
В случае внутреннего касания окружностей задача имеет одно ре-

шение. Для этого через точку касания M  строим прямую, перпендику-
лярную радиусу, проведенному в точку касания окружностей. 

В случае, когда радиусы данных окружностей равны между собой, 
задача имеет два решения. Через центры  и  проводим прямые, 
перпендикулярные линии центров . Через точки пересечения этих 
прямых с окружностями, расположенными по одну сторону от прямой 

, проводим прямые, которые и дают искомые решения. Построе-

ние проведите самостоятельно.  

1O 2O

21OO

21OO

(12) К двум данным окружностям провести общую внутреннюю ка-
сательную. 

Решение. □ В случае внешнего касания заданных окружностей за-
дача имеет лишь одно решение. Решением является прямая, перпенди-
кулярная линии центров . 21OO

Если окружности не имеют общих точек и не лежат одна внутри 
другой, то задача имеет два решения. 

O1

B1

K

B2

O2

rl1

l2

R

r

N

 
Рис. 12 
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Из центра  (см. рис. 12) большей окружности проведем окруж-
ность радиусом 

1O
rR + . Из центра  меньшей окружности проведем 

касательные к построенной вспомогательной окружности. Точку каса-
ния 

2O

K  и центр  соединим прямой , которая пересечет большую 
окружность в точке . Из точки  проведем прямую, перпендику-
лярную радиусу  до пересечения в точке  с меньшей окружно-
стью. Точки  и  соединяем. Прямая  – искомая касательная.  

1O 1KO

1B 1B

11OB 2B

1B 2B 21BB
Аналогично строится и вторая внутренняя касательная. Точка  

пересечения внутренних касательных всегда лежит на линии центров 
окружностей. 

N

В случае, когда одна из окружностей лежит полностью внутри дру-
гой или пересекает ее в двух точках, задача решения не имеет. 

Случай rR =  рассмотрите самостоятельно.  
 
Примечание. Не все задачи на построение циркулем и линейкой 

разрешимы. К числу неразрешимых задач, в частности, относятся три 
классические задачи на построение, а именно:  

трисекция угла: разделить с помощью циркуля и линейки произ-
вольный угол на  равные части (невозможно разделить уже угол в 

);  
3

°60

удвоение куба: дан отрезок, равный ребру некоторого куба, и требу-
ется построить отрезок, равный ребру другого куба, имеющего вдвое 
больший объем;  

квадратура круга: построить квадрат, площадь которого равна 
площади данного круга. 
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§ 3. Методы решения задач на построение  
А. Метод геометрических мест 

Предположим, что задача сводится к построению точки, удовлетво-
ряющей определенным условиям. Если одно из условий определяет 
множество  (геометрическое место) точек, а другое условие – мно-
жество , то искомую точку можно получить, пересекая множества 

 и . Поэтому рассматриваемый метод называют также методом 
пересечения множеств. 

1U

2U

1U 2U

Задача 1. Построить треугольник по стороне, высоте, опущенной на 
эту сторону, и медиане к другой стороне. 

Решение. □ Анализ. Даны  и . Если aha, bm K  – основание медиа-
ны, то K  удовлетворяет условиям: 
(1) находится на расстоянии  от bm
B ; (2) находится на расстоянии 

 от прямой . / 2ah BC
Условие (1) определяет множе-

ство точек  – окружность радиуса 
 с центром в точке 

1U

bm B . Условие 
(2) определяет множество точек  
– прямую, параллельную  и рас-
положенную на расстоянии  от 

нее. 

2U
BC

/ 2ah

A

B Ca

K
ha/2

a
ma

ha

 
Рис. 13 

Построение. Строим отрезок  длиной , затем множества то-
чек  и . Их пересе-
чение – точки  и . 
По точке  (

BC a
1U 2U

1K 2K

iK {1;2}i∈ ), 
продлевая отрезок  на 
величину, равную , 
получаем точки  и  

iCK

i

2

CK

1A A
A2 A1

K1
K2

CB  
Рис. 14
(см. рис. 14). 
Доказательство того, что треугольники  и  удовле-

творяют условиям задачи, и других треугольников нет, очевидным об-
разом следует из предыдущих рассмотрений.  

BCA1 BCA2
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Исследование. Из построения видно, что при 
2
a

b
h

m <  задача ре-

шений не имеет, при −=
2
a

b
h

m  единственное решение, а при 

2
a

b
h

m >  – два решения.  

Б. Методы геометрических преобразований 
Эти методы основаны на применении гомотетий, движений.  

Метод подобия базируется на применении гомотетии. 

Задача 2. В данный треугольник вписать квадрат так, чтобы две 
вершины квадрата лежали на основании треугольника, а две другие – на 
боковых сторонах.  

Решение. □ Возьмем любую 
точку M ′  на стороне  и по-
строим квадрат 

AB
QPNM ′′′′ , где 

. Искомый квадрат 
 можно получить из квад-

рата 

ACNM ||′′
MNPQ

QPNM ′′′′  с помощью гомоте-
тии с центром B . Пересекая пря-
мые  и , получим вершину 

 искомого квадрата, по которой 
легко строится весь квадрат (см. 
рис. 15).  

QB ′ AC
Q

A C

B

M' N'

Q' P'

NM

Q P
Рис. 15 

Во многих задачах на построение удается разделить условие задачи 
на две такие части, что одна из них вполне определяет форму фигуры, 
которую требуется построить, а другая часть определяет размер этой 
фигуры. Сущность метода подобия заключается в том, что, используя те 
элементы условия задачи, которые определяют форму искомой фигуры, 
можно сначала построить фигуру, подобную искомой. Затем, используя 
элементы, определяющие размер, при помощи подобного преобразова-
ния выполняется построение искомой фигуры. 

Этот метод удобен, когда только одна из данных в задаче величин 
длина, а остальные величины – углы или отношения каких-либо линей-
ных элементов. 
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Задача 3. В данный угол  вписать окружность, которая про-
ходила бы через данную внутри этого угла точку 

ABС
M . 

Решение. □ Проведем биссектрису BL  угла  и прямую ABС BM . 
Центр искомой окружности должен лежать на BL , но его положение на 
BL  нам неизвестно. Построим вспомогательную окружность, вписан-
ную в . Ее центр  также должен лежать на ABС∠ O BL  (см. рис. 16). 

Окружности с центром в 
точке  пересекает пря-
мую 

O
BM  в двух точках P  

и . Соединим точки Q P  и 
 с центром  и прове-

дем через точку 
Q O

M  пря-
мые  и 

. Точки  и 
 будут центрами двух 

окружностей, которые 
можно вписать в 

POMO ||1

QOMO ||2 1O

2O

ABС∠  
так, чтобы они проходили 

через точку M . Таким образом, задача имеет два решения. Центром 
подобия является точка B .  

B

C

O1O

M
P

Q
O2

L

A
Рис. 16 

Задача 4. Вписать в данный сегмент квадрат так, чтобы его сторона 
лежала на хорде, а две вершины на дуге сегмента. 

Решение. □ Выполним построение сле-
дующим образом. В концах хорды  вос-
ставим перпендикуляры 

AD
,ADAB⊥  

,ADCD⊥  ABCDAD ==  (см. рис. 17). 
Выполним подобное преобразование квад-
рата , взяв в качестве центра подобия 
середину 

ABCD
N  хорды . На пересечении 

отрезков 
AD

BN  и  с дугой данного сег-
мента получим точки 

CN
E  и F  соответствен-

но. Опустив из этих точек перпендикуляры 
на , получаем точки  и . Квадрат 

 – искомый.  
AD 1E 1F

FFEE 11

D

CB

A

FE

F1E1 N
Рис. 17 
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Рассмотрим задачу на применение метода параллельного перено-
са. 

Задача 5. Построить трапецию по ее основаниям а, b и диагоналям 
 и . 1d 2d
Решение. □ В трапеции  (см. рис. 18) диагонали для по-

строения непосредственно использовать не удается. Однако, совершив 
параллельный перенос диагонали 

 такой, что точка 

ABCD

2dBD = B  пе-
рейдет в точку , замечаем, что 
треугольник  может быть 
построен по трем сторонам 

C
ACM

1, dba +  и . Получив точку , 
проведем через нее прямую парал-
лельную  и на ней найдем точ-
ку 

2d C

AD
B  пересечения дуги окружности 

радиуса с центром в точке 2d D . Далее выполним обратный парал-
лельный перенос диагонали . Точки  и 2d CBA ,, D  задают четырех-
угольник , являющийся искомой трапецией.  ABCD

B C

D MA

d1

a

b

d2d2

b
Рис. 18 

Рассмотрим задачу на применение метода поворота. 
Задача 6. Даны три параллельные прямые и точка  на одной из 

них. Построить на других прямых точки 
A

B  и  так, чтобы треугольник 
 оказался правильным. 

C
ABC

A

B

C
c

c'a

b

Рис. 19 

Решение. □ Если выполнить пово-
рот плоскости на угол  вокруг точки 

, то точка  перейдет в точку 
°60

A C B . 
Пусть – прямая, полученная из  
поворотом на  вокруг точки . Яс-
но, что 

c′ c
°60 A

B  – точка пересечения прямых 
 и . Следовательно, мы можем по-

строить точку 
b c′

B , а значит, и ABC∆  

(см. рис. 19).  

Метод симметрии в задачах на построение основан на свойствах 
осевой и центральной симметрии фигур или их частей и заключается в 
том, что для данной фигуры (или ее части) выполняется симметричное 
относительно некоторой оси или точки построение. Это иногда позво-
ляет заметить такие зависимости между элементами фигур (или их час-
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тей  
тру

т 
нее  
наи

ме
.a

BN
Су
отр
это

точ

пер
бы

 a
) данной и симметричной, которые до построения заметить было
дно. Успех зависит от удачного выбора осей и центров симметрии. 
Задача 7. Дана прямая  и две точки  и a A B  по одну сторону о

. Найти на прямой  точку  такую, чтобы сумма a N BNAN +  была
меньшей. 
Решение. □ Построим точку , сим-

тричную точке 
1B

B  относительно прямой 
 Пусть  – искомая (см. рис. 20). Тогда 

 и 
N

1NB1= NBANNBAN +=+ . 
мма  будет наименьшей, если 
езки  и  лежат на прямой. По-

1NB+AN
AN 1NB

A
B

B1

Na

Рис. 20

му, построив точку  и соединив ее с 

кой , получим  как точку пересечения прямых  и .  
1B

A N a 1AB
Задача 8. Даны две окружности с центрами в точках  и  и не 
есекающая их прямая . Найти на прямой  такую точку , что-

 касательные из нее к данным окружностям образовывали с прямой 
равные углы (см. рис.21). 

1O 2O
a a N

Решение. □ Строим ок-
ружность с центром в точке 

1O ′ , симметричную относи-
тельно прямой  окружности 
с центром в . Проводим 
общую касательную к ок-
ружностям с центрами в 

a
1O

1O ′  
и . Она пересечет прямую 

 в искомой точке . Зада-
ча имеет четыре различных 
решения, поскольку можно 
построить четыре общие ка-
сательные (две внешние и 
две внутренние) к окружно-
стям с центрами O

2O
a N

1′  и O .  2

O1

O1

O2

Na

Рис. 21 
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В. Метод вычислений, или алгебраический метод 
Применение алгебраического метода к решению геометрических 

задач на построение сводится к следующему алгоритму: 
1) составлению уравнения по условиям задачи; 
2) решению полученного уравнения относительно буквы, означаю-

щей искомый отрезок; 
3) исследованию полученной формулы; 
4) построению отрезка по составленной формуле. 

Пусть решение задачи сводится к построению какого-либо отрезка. 
Можно обозначить этот отрезок за x  и решить вначале задачу на вы-
числение, т.е. выразить x  через известные отрезки: ),,,( …cbafx = . 
Далее остается построить отрезок x  по этой формуле. 

Алгебраический метод является универсальным, он применим к 
любой задаче на построение (но не всегда дает наиболее простое реше-
ние). Кроме того, средствами алгебры можно доказать, что та или иная 
задача не может быть решена с помощью циркуля и линейки. 

Построение отрезков по заданным формулам 
Построение отрезков по заданным формулам. Пусть через а, b, с, d, 

... обозначены заданные отрезки, а через , , , ,x y z t −…  искомые.  
А. Построение отрезков по формулам, представляющим собой сум-

му, разность ( bax ±= ), а также умножение либо деление на число 

(  или kax = ax
k

= ), сводится к сложению или вычитанию отрезков, 

увеличению отрезка в заданное число раз и делению отрезка на задан-
ное число равных частей. 

Б. Построение отрезков по формулам 2 2x a b= + , 2 2x a b= −  
сводится к построению прямоугольного треугольника по его катетам, 
либо гипотенузе и катету. В первом случае x −  гипотенуза, во втором – 
катет. 

В. Построение отрезков по формулам 
abx
c

=  или 
2ax

c
=  сводится 

к нахождению четвертого пропорционального отрезка. Для этого 
используется теорема о пересечении сторон угла параллельными 
прямыми (см. рис. 23 этой главы).  
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Г. Построение отрезков по формулам 
2ax

c
=  или abx =  удобно 

выполнять, используя теорему о перпендикуляре, опущенном из произ-
вольной точки окружности на диаметр.  

На рисунках 22 и 23 показано, как строить отрезок, выраженный по-
следними двумя формулами. 

Д. Построение отрезков по формулам, представляющим комбина-
ции приведенных выше формул, выполняется путем введения вспомога-
тельных неизвестных отрезков и последовательного их отыскания. 

a b

x =  ab

O

  x = ab
c

c

a

b

Рис. 22     Рис. 23 

В частности, для формул имеющих сложный вид, их можно пред-
ставить в виде суперпозиции перечисленных выше формул. Например,  

2222 )()( vucdabcdabx +=+=+= , 

где u ab= , v cd= ; 

,
222222 q

pc

ed

c

ed

ab
ed

abcy =
+

⋅
+

=
+

=   

где 
q

abpedq =+= ,22 . 

Замечание. По формулам ax
a

xax === ,1,2  построить 

отрезок x  невозможно, если не задан единичный отрезок.  

Если единичный отрезок задан, то построение осуществляется про-
сто:  

,
1

2 aaa ⋅
=  

aa
111 ⋅

= , 1⋅= aa . 
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Примеры. 

1. Построить отрезок, выраженный формулой 
ca

cbbax
+

−+
=

))((
. 

Решение. □ Для построения x  последовательно строим четыре от-
резка:   

t
yzxcatcbzbay =+=−=+= ,,, .  

2. Построить отрезок, выраженный формулой  
2 22a ab bx

a c
+ +

=
+

. 

Решение. □ Преобразовав заданную формулу к виду  
2 22 (a ab b a bx

a c a c
+ + +

= =
+ +

2)
, 

строим отрезки ,y a b z a c= + = + . Тогда 
2yx

z
= .  

Замечание. Без преобразования после почленного деления в исход-
ной формуле пришлось бы выполнить пять операций. 

3. Построить отрезок, выраженный формулой 
cd

baabx
22 +

= . 

Решение. □ Положим 22, baz
c

aby +== . Тогда 
d
yzx = .  

4. Построить отрезок, выраженный формулой  

2 2 2 2x a b c d= + + − . 

Решение.  Строим вспомогательные отрезки  
2 2y a b= +  и 2 2z c d= − . 

Тогда 2 2x y z= + .  

Замечание. В этом примере, как и во многих других, вводя новые 
отрезки, можно подбирать разные комбинации заданных. Наилучшим 
решением будет такое, которое требует минимального количества опе-
раций. 
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5. Построить отрезок, выраженный формулой 4 44 bax += . 

Решение. □ Выполним преобразования   

=+= 4 44 bax  
24 2

4 4 2 2 2
2 .b ba b a a a a

aa
⎛ ⎞ ⎛

= + = + = +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

Обозначим 
2

2 2,by z a
a

= = + y , тогда azx = .  

6. В данный треугольник  вписать квадрат  так, чтобы 
две его вершины  и 

ABC MQPN
Q P  лежали на основании , а две другие – на 

боковых сторонах. 
BC

Решение. □ Эта задача уже была решена методом подобия (задача 
№2 настоящей главы).  

Строим высоту  треугольника . Обозначим AD ABC BC a= , 
, AD h= MN MQ x= =  (см. рис. 24).  

Так как треугольник  задан, то 
отрезки 

ABC
BC a=  и AD h=  известны. 

Выразим длину отрезка x  по формуле 
через длины отрезков a  и .  h

Из подобия треугольников  и 
 (в них по условию ) 

находим 

ABC
AMN BCMN ||

xh
h

x
a

−
= , откуда  

ahx = . 

пр
лу
B CPDQ

NM

A

x
h

x

a
 

Рис. 24

ha +

Построив по выведенной формуле сторону x  квадрата , 
оводим на расстоянии 

MQPN
x  от основания  прямую . По-

чив точки 
BC BCMN ||

M  и , опустим N BCMQ⊥  и BCNP⊥ .  

Искомый квадрат MNPQ  построен (см. рис. 24).  
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Глава 3. Треугольник 
§ 1. Основные определения 

Треугольником называется фигура, образованная замкнутой лома-
ной, состоящей из трех звеньев, т.е. треугольник – это n-угольник при 

. 3=n
Для краткости слово треугольник обозначается символом . Вер-

шины треугольника обычно обозначают большими буквами латинского 
алфавита, а противоположные им стороны теми же малыми буквами. 
Например, вершины  и C , а противоположные им стороны . ,A B , ,a b c

Если все три угла треугольника острые, то он называется остро-
угольным, а если один из его углов тупой, то – тупоугольным. Тре-
угольник, имеющий прямой угол, называется прямоугольным.  

Теорема. (Определение вида треугольника по его сторонам). 
Пусть  и  – стороны треугольника, причем  – наиболь-

шая сторона; тогда: 
ba, c c

а) если , то треугольник остроугольный; 222 bac +<
б) если , то треугольник прямоугольный; 222 bac +=

в) если , то треугольник тупоугольный.  222 bac +>

Углы треугольника не могут быть заданы произвольно, поскольку 
имеет место теорема.  

Теорема. Во всяком треугольнике сумма углов равна 180° или 
π  радиан. 

Следствия из теоремы. 1. Если два угла одного треугольника соот-
ветственно равны двум углам другого, то и третьи углы равны.  

2. У любого треугольника хотя бы два угла острые. 
При любых данных положительных углах γβα ,, , составляющих в 

сумме два прямых, существуют треугольники, имеющие γβα ,,  свои-
ми внутренними углами.  

Треугольник называется равнобедренным, если две его стороны 
имеют одинаковую длину, и равносторонним, если все его стороны по 
длине равны. 

Равные стороны равнобедренного треугольника обычно называют 
боковыми сторонами, а третью его сторону – основанием. Вершиной 
равнобедренного треугольника называют вершину, заключенную меж-
ду равными сторонами. 
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Две стороны прямоугольного треугольника, образующие прямой 
угол, называются катетами, а третья сторона (лежащая против прямо-
го угла) – гипотенузой.  

Равносторонний треугольник является равноугольным (и наоборот). 
Периметр треугольника – сумма длин его сторон: cbaP ++= . 
Примечание: иногда периметром треугольника называют множест-

во точек, лежащих на его сторонах. 
Угол, смежный с каким-

нибудь углом треугольника 
(или многоугольника), называ-
ется внешним углом этого 
треугольника (или много-
угольника). Например, углы 

   (см. рис. 1). 
Углы самого треугольника 
называются внутренними.  

,DAB ,CBE BCF
A C

B

D

E

F  
Рис. 1
Теорема. Внешний угол треугольника равен сумме двух внут-
ренних углов, не смежных с ним. 

Следствие. Внешний угол треугольника больше каждого внутрен-
него угла его, не смежного с ним. 

Соотношения между сторонами и углами треугольника 
Теоремы. Во всяком треугольнике: 

1) против равных сторон лежат равные углы; 
2) против большей стороны лежит больший угол. 

Обратные теоремы. Во всяком треугольнике: 
1) против равных углов лежат равные стороны; 
2) против большего угла  лежит большая сторона. 

Теорема (неравенство треугольника). Сумма двух сторон тре-
угольника больше третьей стороны. 

Если  – положительные числа, то треугольник со сторонами  
 существует в том и только том случае, если выполняются соот-

ношения 

cba ,,
cba ,,

bcaacbcba >+>+>+ ,, . Эта система равносильна одно-

му неравенству 
22

|| bacba +
<<

−
.  

Теорема. Если прямая, не проходящая ни через одну из вершин 
треугольника, пересекает одну из его сторон, то она пересекает 
только одну из двух других сторон. 
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§ 2. Равенство треугольников 
Два треугольника называются равными, если они могут быть со-

вмещены так, чтобы все их части совпадали.  
Признаки равенства треугольников 

Теоремы. 1. (Первый признак равенства треугольников – по двум 
сторонам и углу между ними): если две стороны и угол, заключенный 

между ними, одного треуголь-
ника соответственно равны 
двум сторонам и углу, заклю-
ченному между ними, другого 
треугольника, то такие тре-
угольники равны.  

A C A1 C1

B1B

Так 1 1 1ABC A B C=  (см. 
рис. 2), поскольку 1AA ∠=∠  и 

11BAAB = , 11CAAC =  
Рис. 2

2. (Второй признак равенства треугольников – по стороне и двум к 
ней прилежащим углам): если два угла и прилежащая к ним сторона 
одного треугольника равны двум углам и прилежащей к ним стороне 
другого треугольника, то такие треугольники равны. 

Так ,  1 1 1ABC A B C=
поскольку 

 ,1AA ∠=∠ 1СС ∠=∠  и 
 11СAAС =

(см. рис. 3). 
 
3. (Третий признак равенства треугольников – по трем сторонам): 

A1C

B

C

B1

1 
Рис. 3 

A

если три стороны одно-
го треугольника равны трем 
сторонам другого треуголь-
ника, то такие треугольни-
ки равны. 

Так 1 1 1ABC A B C= , по-
скольку 11BAAB = , 

 и 11CBBC = 11СAAС =  (см. ри

 

A C1C

B1B

A1

Рис. 4 
с. 4). 
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Задача 1. Построить треугольник, если даны его периметр 
 и два угла  и cbaP ++= A B . 

Решение. □ Предположим, что  построен (см. рис. 5). ABC
Продолжив в обе стороны отрезок , отложим на прямой  отрез-

ки  и 

AB AB

bAD = aBE =  и соединим вершину C  с точками D  и E . Тогда 
. Треугольники  и cbaDE ++= DCA −CBE  равнобедренные, так 

как BECBACDA == , . Соответственно, по теореме о внешнем угле 
треугольника  

α

α β

β

α 2

α 2 β 2

β 2

a+b+c

b

b

a

acD EB

C

A

A B

 
Рис. 5 

22
α

=
∠

=∠=∠
CABDCACDA , 

22
β

=
∠

=∠=∠
CBACEBBCE . 

Следовательно, треугольник  однозначно задается условиями за-
дачи и его легко построить по заданному основанию и двум прилежа-
щим углам, равным половинам данных углов. Этим определяется вер-
шина . Далее через точку  следует провести прямые  и  
так, чтобы они составляли с прямой 

DCE

C C AC BC
DE  заданные углы.  

Построение. Для решения задачи на прямой откладываем отрезок 

PDE = , из точек D  и E  проводим лучи, под углами α , β  и 
2
α

, 
2
β

. 

Последние два пересекаются в точке . Далее через точку  прово-
дим параллельно первым двум лучам прямые до пересечения с прямой 

C C

DE  в точках  и A B . Треугольник  искомый.  −ABC
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§ 3. Подобие треугольников 
Два треугольника называются подобными, если их соответственные 

углы равны и стороны одного пропорциональны сходственным сторо-
нам другого. 

Признаки подобия треугольников 
1. (Первый признак подобия треугольников – по двум углам): если 

два угла одного треугольника соответственно равны двум углам дру-
гого, то треугольники подобны:  

1AA ∠=∠ , ⇒∠=∠ 1BB  . 1 1 1~ABC A B C
2. (Второй признак подобия треугольников – по двум сторонам и 

углу между ними): если в двух треугольниках две пары сторон про-
порциональны, а углы, заключенные между этими сторонами, рав-
ны, то треугольники подобны:  

1111 CA
AC

CB
BC

= , ⇒∠=∠ 1CC  . 1 1 1~ABC A B C

3. (Третий признак подобия треугольников – по трем сторонам): 
если три стороны одного треугольника пропорциональны трем сто-
ронам другого, то треугольники подобны: 

⇒==
111111 BA

AB
CA

AC
CB

BC
 . 1 1 1~ABC A B C

Следствие (первого признака подобия треугольников). Прямая, па-
раллельная одной из сторон треугольника и пересекающая другую сто-
рону, отсекает от него треугольник подобный данному.  

Задача 2. В треугольнике  стороны ABC ,AB c=  AC b=  и 
aBC = . Через внутреннюю точку треугольника 

 проведены прямые, параллельные его сторо-
нам. Найти длины отрезков, высекаемых этими 
прямыми на сторонах треугольника, если из-
вестно, что 

O

3:1:2:: =ONPSMO  (см. рис. 6).  

Решение. □ Четырехугольники , AMOP
RBQO  и  параллелограммы (у них 
противоположные стороны параллельны). Сле-
довательно,  и 

−SONC

APMO = SCNO = . Тогда 
b

N

P

B

A C

Q

M O

R

S
Рис. 6 
PSAC 6=  и 
6

PS = .  
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По первому признака подобия треугольники , ,  
подобны друг другу и каждый из них подобен 

OPS MRO OQN
ABC∆ . Так, 

 с коэффициентом подобия 6,  с коэф-
фициентом подобия 2. Следовательно,  с коэффициен-

том подобия 3 и 

~ABC OPS ~OPS MRO
~ABC MRO

3 3
AB cMR = = . Аналогично получаем, что 

2 2
BC aQN = = .  

Обобщенная теорема подобия. Если два треугольника подоб-
ны, то любой линейный элемент (или сумма линейных элементов) 
одного треугольника относится к соответствующему линейному 
элементу (или сумме соответствующих линейных элементов) дру-
гого треугольника как соответственные стороны.  

В частности, радиусы описанной или вписанной окружностей, пе-
риметры, соответственные высоты, медианы, биссектрисы двух подоб-
ных треугольников относятся как соответственные стороны. 
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§ 4. Замечательные точки и линии в треугольнике 
Средняя линия треугольника 

Средняя линия треугольника – отрезок, соединяющий середины 
двух сторон. 

Теорема. Средняя линия треугольника параллельна третьей 
стороне и равна половине этой стороны. 

Следствие. Средняя линия отсекает от треугольника треугольник 
подобный исходному. 

Медиана треугольника 
Медианой треугольника, проведенной из данной вершины, называ-

ется отрезок прямой, соединяющий эту вершину с серединой противо-
лежащей стороны треугольника.  

Свойства медианы: 
а) Медиана есть геометрическое место точек, являюшихся середи-

нами отрезков прямых, заключен-
ных внутри треугольника и парал-
лельных той его стороне, к кото-
рой проведена медиана (см. рис. 
7): ,, 1111 BDDADBAD ==  

,, 33332222 BDDABDDA ==  
.4444 BDDA =  

б) Теорема о медианах. Во 
всяком треугольнике медианы 
пересекаются в одной точке и 
делятся этой точкой в отноше-
нии 2:1, считая от вершины. 

Точка пересечения медиан называется центром тяжести тре-
угольника. 

C B

A

A4

A1
A2

A3

B1B2B3B4

D2
D1

D3D4
mc

D

 
Рис. 7 

в) Формула длины медианы. Длины медиан треугольника вычис-
ляются через длины его сторон по формулам:  

222 22
2
1 acbma −+= , ;22

2
1 222 bcamb −+=  

222 22
2
1 cbamc −+= . 
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Доказательство. □ Достроим треугольник  до параллело-
грамма, проведя BG || AC и CG || AB (см. рис. 8). Середина D стороны BC 

треугольника  является 
точкой пересечения диагона-
лей параллелограмма ABGC. 
Следовательно, длина диаго-
нали AG  равна . Ис-
пользуя теорему о том, что 
сумма квадратов длин диаго-
налей параллелограмма рав-
няется сумме квадратов всех 
его сторон, получаем равен-
ство  

ABC

ABC

am2

A

D

C

B

K

a 2

a 2

c

G

c

b

b

maE

 
Рис. 8 

2222 224 cbama +=+ . 
Отсюда следует    

222 22
2
1 acbma −+= .  

Аналогично доказываются  две другие формулы. 

Справедливы соотношения: 

а) ;
22

|| cbmcb
a

+
<<

−
  ;

22
|| camca

b
+

<<
−

  

    ;
22

|| bamba
c

+
<<

−
 

б)  )(
4
3 222222 cbammm cba ++=++ . 

Экстремальное свойство точки пересечения медиан. Точка пере-
сечения K  медиан треугольника  является точкой, для которой 

сумма квадратов расстояний до вершин треугольника (

ABC
++ 22 KBKA  

) принимает наименьшее значение. 2KC+

Задача 1. Построить треугольник по трем медианам . cba mmm ,,
Решение. □ Построим вспомогательный треугольник  по трем 

сторонам 

AED

,
3
2

cmAE =  ,
3
2

amAD =  bmDE
3
2

=  (см. рис. 9). В тре-
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угольнике  проведем медиа-
ну  и продолжим ее за точку 

AED
AP

P  на отрезок PC AP= . Точку C  
соединим с точкой D  и, продол-
жив отрезок CD, отложим на нем 

. От точки  на про-
должении отрезка  отложим 

. Через точки  и 

cCM m= A
AD

aAN m= A M , 
N  и  проведем прямые до их 
пересечения в точке 

С
B .  

D

C

B

A

E

N

2
3
mc

ma 1
3
mb

2
3
mb

mc

M
a

b

c

P

Рис. 9 

Треугольник  – иско-
мый.  

ABC

Высота треугольника 
Высотой треугольника называется перпендикуляр, опущенный из 

любой вершины треугольника на противоположную сторону или ее 
продолжение.  

Теорема. Три высоты треугольника пересекаются в одной точ-
ке (называемой ортоцентром треугольника).  

Формула длины высоты. Высоты треугольника, опущенные на 
стороны , обозначаются соответственно  и вычисля-
ются по формулам: 

cba ,, cba hhh ,,

;))()( cpbpa(2 pp
aa −−−=h  

;))()((2 cpbpapp
b

hb −−−=  

.))()( cpbpa −−−(
2

pp
c

hc =

1

 

При решении задач иногда бывает 
полезно использовать следующие факты. 

Если  и  – высоты остро-
угольного треугольника  (см. рис. 
10), то: 

1AA CC
ABC

1. ; 2. 1 1~ABA CBC 1 1 ~BA C BAC ; 

A1
C1

B

A C
Рис. 10 

3. 11CBABAC ∠=∠  и 11ABCBCA ∠=∠ . 
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Задача 2. В треугольнике  угол ABC B  равен β ,  и  – 
высоты. Доказать, что треугольник  подобен треугольнику 

. Найти коэффициент подобия треугольников. 

1AA 1CC

11CBA
ABC

Решение. □ Треугольник 1ABA −  прямоугольный и βcos1 =
AB
BA

 

(см. рис. 10). Аналогично для прямоугольного  получим 1С BС

βcos1 =
BС
BС

. Таким образом, у треугольников  и  угол 11CBA ABC

B – общий и отношение сторон, содержащих общий угол, равно 

βcos11 ==
BС
BС

AB
BA

. Значит треугольники подобны и коэффициент 

подобия равен βcos .  
Треугольник , вершины которого совпадают с основаниями 

высот треугольника , называется треугольником Шварца.  
111 CBA

ABC

Если  – остроугольный треугольник (см. рис. 11), то:  ABC

 
Рис. 11 

A∠=∠=∠ 21 , С∠=∠=∠ 65 , B∠=∠=∠ 109 ,  
A∠−°=∠=∠ 9043 , C∠−°=∠=∠ 9087 , B∠−°=∠=∠ 901211 . 

Экстремальное свойство треугольника Шварца: если – 
остроугольный треугольник, то  – треугольник с наименьшим 
периметром из треугольников, вписанных в треугольник .  

ABC
1 1 1A B C

ABC
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Задача 3. Найти периметр треугольника, вершины которого нахо-
дятся в основаниях высот остроугольного треугольника со сторонами 

,  и c . a b

,aРешение. □ Пусть BC =  
(см. рис. 12).  ,bAC = cAB =

AFEТреугольники  и  подоб-

ны. Тогда 

ABC
FE AF
BC A

=
B

 и, следовательно, 

cosAF FE c A
a

= ⋅ = ⋅ ∠
c

 и 
aFE A
c

F= ⋅ . 

Из теоремы косинусов для угла  
треугольника : 

A
ABC

2 2 22 cos 2a b c bc A b c bAF= + − ∠ = + −2 2

 
Рис. 12 

. 

Отсюда 
2 2 2

2
b c aAF

b
+ −

=  и 
bc

acbaFE
2

)( 222 −+
= . 

Аналогично находим 
2 2 2( )

2
b a c bED

ac
+ −

=  и 
2 2 2( )

2
c a b cFD

ab
+ −

= . 

Периметр треугольника EDF  равен DEFDFE ++ . 
После преобразований получим: 

abc
cpbpappDEFDFE ))()((8 −−−

⋅=++ , где 
2

cbap ++
= .  

Задача 4. Построить остроугольный треугольник, если даны три 
точки , являющиеся основаниями его высот. 111 ,, CBA

Решение. □ Воспользуемся свойствами треугольника Шварца. Со-
единив отрезками точки , получим треугольник . 
Проведем биссектрисы углов этого треугольника и через вершины 

 прямые перпендикулярные к ним (см. рис. 11). Точки пересе-
чения этих прямых дают вершины искомого треугольника. Проведите 
построения самостоятельно.  

111 ,, CBA 111 ,, CBA

111 ,, CBA
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Биссектриса треугольника 
Биссектриса внутреннего угла треугольника – отрезок прямой, де-

лящей данный угол на две равные части, соединяющий вершину угла с 
точкой на противоположной стороне. Биссектрисы углов , ле-
жащих против сторон , обозначаются соответственно . 

CBA ,,
cba ,, cba lll ,,

Свойства биссектрис: 
1. Биссектриса есть геометрическое место точек, равноудаленных от 

сторон угла. 

2. Теорема. Во всяком треугольнике биссектрисы пересекаются 
в одной точке, являющейся центром вписанной в треугольник ок-
ружности. 

3. Теорема о биссектрисе. Биссектриса любого внутреннего уг-
ла треугольника делит противоположную сторону на части, про-
порциональные прилежащим сторонам треугольника. 

Доказательство. □ 
Пусть  – биссектриса 
(см. рис. 13). Площади 
треугольников  и 

, имеющих общую 
вершину , относятся как 
длины их оснований, т.е. 

AD

ACD
ABD

A

C

lb

r
O

rr c

B

A

D

b

a

lc
la

ACD

ABD

S CD
S DB

= . 

С другой стороны, эти 
площади относятся как 
длины сторон   

Рис. 13 

0,5 sin
0,5 sin

ACD

ABD

S AC AD CAD AC
S AB AD DAB

⋅ ⋅ ∠
= =

⋅ ∠ AB
. 

Из сравнения полученных пропорций следует  

AB
AC

DB
CD

= .  
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4. Формула длины биссектрисы. Длина  биссектрисы  (см. 
рис. 13) угла треугольника , равного 

al AD
ABC α , заключенного между 

сторонами  и , определяется по формуле AC AB
2 cos

2a
bcl

b c
α

=
+

. 

Доказательство. □ Выразим площадь ABC  двумя различными 
способами – один раз через стороны AC, AB и угол α , заключенный 
между ними, другой раз как сумму площадей ACD  и ABD : 

1 sin
2ABCS bc α= ; 

1 1sin sin
2 2 2ABC ADC ABD a aS S S b l c l

2
α α

= + = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . 

Приравнивая эти выражения друг другу, получим 

sin ( ) sin
2ab c b c l αα⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ . Так как 

2
sin

2
cos2sin ααα ⋅= , то полу-

чаем указанную выше формулу для вычисления длины биссектрисы.  

Примечание. Другую формулу для вычисления биссектрисы дает 
следующая теорема: квадрат биссектрисы треугольника равен разно-
сти произведений двух сторон треугольника, между которыми на-
ходится биссектриса, и отрезков третьей стороны, на которые 
рассекает ее биссектриса:   l b2

b ca c a a= − ⋅

a

 

Во всяком треугольнике биссектриса лежит между соответствую-
щими медианой и высотой т.е.  

a ah l m≤ ≤ , b bh l mb≤ ≤ , c ch l mc≤ ≤ . 
Биссектриса внешнего угла тре-

угольника выражается формулой: 
2 sin

| |c
abl

a b 2
C∠

=
−

. 

Биссектриса внешнего угла тре-
угольника пересекает продолжение про-
тивоположной стороны в такой точке, 
расстояния которой до концов этой сто-
роны пропорциональны прилежащим 

bAD
A

CB a

c b

D

 
Рис. 14
сторонам 
aBD

=  (см. рис. 14).  

Биссектрисы смежных углов перпендикулярны. 
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Вневписанной в треугольник окружностью называется окруж-
ность, к которой являются 
касательными одна из сто-
рон треугольника и про-
должения двух его других 
сторон (см. рис. 15).  

Радиус вневписанной 
окружности, касающейся 
стороны треугольника, 
имеющей длину , выра-
жается формулой:  

a

ap
Sra −

= , 

где  и S −p  площадь и 
полупериметр треугольни-
ка.  

Продолжения биссек-
трис внутренних углов тре-
угольника проходят через 

через центры вневписанных окружностей, являющихся точками, в кото-
рых пересекаются биссектрисы внешних углов этого треугольника (см. 
рис. 15). 

Oa

ra

rc

rb
Ob

Oc

a b
c

 
Рис. 15 

Задача 5. Две стороны треугольника рав-
ны  и . Найти его третью сторону, если 
его угол, лежащий против этой стороны, в два 
раза больше угла, лежащего против стороны 

. 

a b

b
Решение. □ Пусть в  (см. рис. 16) 

искомая сторона 
ABC

cBC = ,  – биссектриса 
угла . Пусть 

AD
A xBD = , тогда xc −AD = . 

Так как  равнобедренный 
( ), то и 

ABD
CDABD DAB∠ =∠ x= . Из теоремы 

о биссектрисе внутреннего угла для ABC∆  

следует c x b
x a
− =  или c

ba
ax
+

=    (*). 

С другой стороны, ,CAD α∠ =  а α2=∠ADC
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c-x

x

x

a
D

C

B

Рис. 16
, как внешний угол 



ABD . Тогда, два угла  равны двум углам , и, следова-

тельно, они подобны. Из их подобия следует 

ACD ABC
AC AD
BC AB

=  или 
b x
c a
=  и 

тогда 
c

abx = .  

Приравнивая правые части последнего равенства и равенства (*), 
получаем . Откуда  )(2 babс += )( babc += .  

Задача 6. Построить треугольник по двум сторонам  и биссек-
трисе угла между ними . 

ba,
cl

Решение. □ Предположим, что  – искомый. Продолжив сто-
рону  и отложив на ее продол-
жении отрезок 

ABC
AC

aBCCD == , со-
единим точки B  и D  (см. рис. 17). 

BCD  – равнобедренный, причем 
, так как по тео-

реме о внешнем угле треугольника 
D B EC∠ = ∠ = ∠ B

2ACB B D D∠ = ∠ +∠ = ∠ . С другой 
стороны, по условию задачи  – 
биссектриса и, следовательно, 

cl

DECBACB ∠=∠=∠ 22 . Углы 
 и CBD  – внутренние накрест 

лежащие, поэтому из их равенства 
вытекает, что , а тогда  подобен  и сторона 

 будет определяться из пропорции  

ECB

BDEC || AEC ABD

xBD =
b

ba
l
x

c

+
= . 

A B

x
a

lc

x

lc

b

N

M
a

C

D

E  
Рис. 17 

Теперь построим отрезок x  по трем заданным отрезкам clbab ,, + . 
Для этого на произвольно выбранной прямой  последовательно 
откладываем отрезки 

AD
ACb =  и CDa = . Из точки  в произвольном 

направлении откладываем заданный отрезок 
C

CMlc =  и через точку 
M  продолжаем луч  и проводим . Отрезок  равен 
искомому отрезку 

AM CMDN || DN
x . Далее строим на отрезке  вспомогательный 

 по известным трем сторонам 
CD

CDB aBCCD ==  и xDB = . Соеди-
нив вершину B  с точками  и C , получим искомый .  A ABC
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Серединный перпендикуляр 
Серединный перпендикуляр – перпендикуляр, восстановленный к 

стороне треугольника из ее середины. 
Все три серединных перпендикуляра пересекаются в одной точке 

, лежащей внутри треугольника, на одной из его сторон или вне тре-
угольника (см. рис. 18), являющейся центром окружности, описанной 
вокруг треугольника. 

O

 

O O 
O

        

A 

B

C

A 

B 

C

A 

B

C 

 
Рис. 18а                            Рис. 18б                          Рис. 18в 

Равнобедренный треугольник 

Теоремы. (1) Медиана равнобедренного треугольника, прове-
денная к основанию, является биссектрисой и высотой. 

Высота равнобедренного треугольника, опущенная на  основа-
ние, является биссектрисой и медианой. 

Биссектриса равнобедренного треугольника, проведенная к осно-
ванию, является медианой  и высотой. 

(2) Высоты (биссектрисы, медианы) равнобедренного треуголь-
ника, проведенные к боковым сторонам, равны. 

(3) Если в треугольнике медиана является высотой (или биссек-
трисой), то этот треугольник равнобедренный. 

(4) Если в треугольнике две высоты (медианы) равны, то этот 
треугольник равнобедренный. 

(5) В равнобедренном треугольнике углы при основании равны.  
Примечание. Верно и обратное утверждение: если два угла тре-

угольника равны, то стороны, лежащие против этих углов, также равны 
(т.е. треугольник является равнобедренным). 
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§ 5. Прямоугольный треугольник 
Признаки равенства прямоугольных треугольников 

Прямоугольные треугольники равны: 
(1) по двум катетам; 
(2) по гипотенузе и острому углу; 
(3) по катету и прилежащему острому углу; 
(4) по катету и противолежащему острому углу; 
(5) по гипотенузе и катету. 
Пусть  и  – катеты прямоугольного треугольника,  – гипоте-

нуза, ,  – проекции катетов на гипотенузу, 
 – высота, опущенная на гипотенузу (см. рис. 

19). Тогда справедливы следующие соотношения: 

a b c
ac bc

h

ba cch ⋅= , т.е. высота прямоугольного тре-
угольника, опущенная на гипотенузу, равна сред-
нему геометрическому отрезков  и , на ко-
торые она разбивает гипотенузу; 

ac bc

ba ccbcca ⋅=⋅= , , т.е. катет прямоуголь-
ного треугольника равен среднему геометриче-

скому гипотенузы и проекции этого катета. 

C

ca
h

cb

B

A

H

a

b

Рис. 19 

Теорема Пифагора. Сумма квадратов катетов прямоугольного 
треугольника равна квадрату его гипотенузы:  . 222 cba =+

Соотношения между сторонами и углами прямоугольного треуголь-

ника:    sin ; cos ; tg ; ctg .a b a bA A A
c c b a
= ∠ = ∠ = ∠ = ∠A  

Формулы площади прямоугольного треугольника: 

prchabS ===
2
1

2
1

, 

где −
++

=
2

cbap полупериметр, −r  радиус вписанной окружности. 

В прямоугольном треугольнике высота, опущенная из вершины пря-
мого угла, выражается через стороны треугольника формулой: 

c
abh = . 
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Признаки подобия прямоугольных треугольников 
Признаки подобия прямоугольных треугольников получаются как 

частные случаи признаков подобия произвольных треугольников, при-
нимая во внимание, что одно условие уже выполнено: прямые углы все-
гда между собою равны. 

Два прямоугольных треугольника подобны, если: 
I. Острый угол одного треугольника равен острому углу другого 

треугольника. 
II. Катеты одного треугольника пропорциональны катетам другого 

треугольника. 
III. Гипотенуза и катет одного треугольника пропорциональны ги-

потенузе и катету другого треугольника. 
Другие свойства прямоугольного треугольника: 

 

 
Рис. 20 

(1) Центр окружности, описанной около 
прямоугольного треугольника, совпадает с 
серединой гипотенузы. Радиус описанной 
окружности равен половине гипотенузы 
или Rc 2=  (см. рис. 20). 

 
 

(2) В прямоугольном треугольнике 
сумма катетов равна сумме диаметров впи-
санной и описанной окружностей 

 (см. рис. 21). Rrba 22 +=+
Следствием (1) и (2) является формула 

2
cbar −+

= . 

 (3) В прямоугольном тре-
угольнике медиана, проведен-
ная к гипотенузе, равна ее по-
ловина. (Верна и обратная тео-
рема: если в треугольнике одна 
из медиан равна половине сто-

 C
r

B

A

O1

a

b
O2

R

Рис. 21 
Рис. 22

роны, к которой она проведена, 

то этот треугольник прямоугольный.) 
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(4) Биссектриса прямого угла лежит между медианой и высотой и 
делит угол между ними пополам (см. рис. 22).  

Задача 1. Доказать, что для медиан  прямоугольного 

треугольника (
cba mmm ,,

С∠  – прямой) выполняется равенство . 222 5 cba mmm =+
Доказательство. □ Пусть стороны треугольника равны  

Тогда по теореме Пифагора . В прямоугольном треуголь-

нике 

.,, cba
222 baс +=

2
cmc = . Используя формулу длины медианы, запишем: 

=+
+

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
=+ 2

22222222
22

44242
cbabcaacbmm ba  

22
2 25 5

4 2 c
c cc m⎛ ⎞= + = ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   

Задача 2. Прямая, прохо-
дящая через вершину прямого 
угла треугольника, образует с 
меньшим катетом угол 30° и 
пересекает гипотенузу в точке, 
делящей ее в отношении 1:2. 
Найти длину гипотенузы, если 
длина меньшего катета равна 

3 . 
Решение. □ Пусть прямая 

BD (см. рис. 23) образует с 
меньшим катетом  тре-

угольника  угол 30° и точка 
AB

ABC D  лежит на гипотенузе АС. Прове-
дем перпендикуляр  к катету АВ, где AE E  – точка пересечения этого 
перпендикуляра с прямой BD . Пусть xAE = . Тогда AE равен полови-
не гипотенузы BE , как катет, лежащий против угла 30°, и 2BE

A

E
x

D C

B

Рис. 23 

x= . Из 
теоремы Пифагора для  следует ABE 2 2(2 ) 3x x= + , т.е. 1=x . Тре-
угольники  и  подобны, потому что углы одного треуголь-

ника соответственно равны углам другого. Поэтому  

CDB ADE
2
1

BC CD
AE AD

= =  и 

. Тогда 2=BC 2 2 7AC AB BC= + = .  
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Задача 3. Построить прямоугольный треугольник по сумме его ка-
тетов  и гипотенузе c . ba +

Решение. □ Из конца M  отрезка 
BM a b= +  проводим луч MP  под 
углом  к отрезку °45 MB  (см. рис. 
24). Из точки B , как из центра, ра-
диусом R c=  проводим дугу до ее 
пересечения с лучом MP  и из полу-
ченных точек  и  опускаем пер-
пендикуляры  и  на пря-
мую 

A 1A
AC 11СA

MB .  
Треугольники  и  – 

искомые (
ABC 11BСA

1 1BC AС= , 1AC BС=  и 

1 1 1BС AС BC AC+ += ). (Докажите 
самостоятельно!)  

M
C1

b
c

A

A1

BaC

P

45

R=c

Рис. 24 

В случае двух точек пересечения дуги с лучом AP  задача имеет два 
решения. В случае касания дуги с лучом AP  – одно решение.  

Исследуйте, какое дополнительное условие надо наложить на кате-
ты  и  для того, чтобы решение было единственным. a b

Задача 4. Построить прямоугольный треугольник по его катету  и 
сумме другого катета с гипотенузой 

a
b c+ . 

Решение. □ Строим прямо-
угольный треугольник BDC  по 
катетам BC a= , DC b c= +  (см. 
рис. 25).  

D

c a

B

N

b+c C
A

Рис. 25 

Через середину N  стороны 
BD  проводим перпендикуляр до 
пересечения его с прямой  в 
точке . Соединяем точки  и 

DC
A A B . 

Треугольник  – искомый 
(  как стороны равнобед-
ренного треугольника ).  

ABC
AD AB=

ABD
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§ 6. Метрические соотношения в треугольнике 
Теорема (Фалеса). Если па-

раллельные прямые, пересекаю-
щие стороны угла, отсекают на 
одной его стороне равные отрез-
ки, то они отсекают равные от-
резки и на другой стороне. 

A1

A4

A3

A2

B1

B4

B3

B2

Рис. 26 

Следствие. Параллельные пря-
мые, пересекающие две данные 
прямые и отсекающие на одной 
прямой равные отрезки, отсекает 
равные отрезки и на другой прямой. 

 

A1

A2

B1

B2

C

 Рис. 27 

Теорема (о пропорциональных 
отрезках). Параллельные прямые, 
пересекающие стороны угла, отсе-
кают от сторон угла пропорцио-
нальные отрезки (т.е.  

1 1

2 2

CA CB
CA CB

= или 
21

1

21

1

BB
CB

AA
CA

= ). 

 
Задача 1. Через точку D  на стороне  треугольника  та-

кую, что 

AB ABC

n
m

DB
AD

= , проведена прямая, 

параллельная стороне , пересекаю-
щая сторону  в точке 

AC
BC Е . Найти 

отношение 
AC
DE

. 

A

D

C

E

B

Рис. 28 

Решение. □ Так как  (см. 
рис. 28), то треугольники 

DEAC ||
DBE  и  

подобны и 

ABC

AB
BD

AC
DE

= .  

Так как  
n
m

DB
AD

= , то 
nm

n
AB
DB

+
= . Значит  

nm
n

AC
DE

+
= .  
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Задача 2. В прямоугольном треугольнике  (ABC °=∠ 90C ) про-
ведена медиана , пересекающая высоту  в точке 1AA CD M . Найти 

отношение , если :CM MD α=∠A . 
Решение. □ Через точку D  проведем пря-

мую (см. рис. 29), параллельную медиане , 
до пересечения с катетом  в точке . Тогда 
из теоремы о пропорциональных отрезках: 

1

C

B

A1

D1

 

AA
BC 1D

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

A B BD A D
A D A D

CACM
MD A D

+
= = = =  

1+=
DA
BD11 +=

DA
BD

. 

по

D
B

кв
эт

ве
тр
C

A

M

D

Рис. 29

11

Из подобия  и  следует, что , а из 
добия  и  следует, что . Тогда 

DBC ABC BDABBC ⋅=2

ADC ABC ADABAC ⋅=2

2

2

AC
BC

A
D
=  и  

2
2

2 2
11 tg 1

cos
CM BC
MD AC

α
α

= + = + = .  

Теорема косинусов 

Теорема. Квадрат стороны любого треугольника равен сумме 
адратов двух других сторон без их удвоенного произведения длин 
их сторон на косинус угла между ними  

CABbccba ∠−+= cos2222 . 

C

c
BA

ab

C

c BA

a
b

c1 c-c1

DD c1

h
h

 
Рис. 30а   Рис. 30б 

Доказательство. □ Рассмотрим три случая. 
I. Пусть в треугольнике  ABC −∠CAB  острый (см. рис. 30а). Про-

дем высоту  и рассмотрим полученные прямоугольные 
еугольники  и . По теореме Пифагора для  

 или . В  

СD
CDB ACD CDB

2 2B CD DB= + 2 22
1

2 )( hcca +−= ACD
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sinCD h b A= = ∠  и . Тогда, 

 или после упрощений 

. 

1 cosAD c b A= = ∠
222 )sin()cos( AbAbca ∠+∠−=

Abccba ∠−+= cos2222

II. Пусть −∠BAC  тупой (см. рис. 30б). Из вершины B  в треуголь-
нике АВС опустим на продолжение стороны  высоту . Тогда 

 или , 
AB СD

2 2CB CD DB= + 2 22
1

2 )( hcca ++= CADbh ∠= sin  и 
. Учитывая, что СADbc ∠= cos1 CABCAD ∠−=∠ π , получим  

222 ))sin(())cos(( CABbCABbca ∠−+∠−+= ππ  
или после упрощений  

Abccba ∠−+= cos2222 . 
III. Пусть °=∠ 90BAC . Тогда  и 222 bca += 0cos =∠СAB , т.е. 

верна формула  
Abccba ∠−+= cos2222 .  

Теорема синусов 

Теорема. Во всяком треугольнике 
(см. рис. 31) отношение любой стороны 
к синусу противоположного ей угла по-
стоянно и равно диаметру описанной 
около треугольника окружности, т.е.  

C

c BA

ab
α

γ

β

Рис. 31 
Rc 2

sin
==

γ
ba

sinsin
=

βα
. 

Доказательство. □ Опишем около 
треугольника окружность. Поскольку 

−∠ABC  вписанный, то дуга , на 
которую он опирается, равна 

AC
β2  (см. 

рис. 32). Тогда угол  равен AOC β2 , а 
его половина β=∠DOC . Из прямо-
угольного треугольника  имеем: DOC

βsinRDC = , откуда получаем, что  

O

bDA C

B

R

β

ββ

Рис. 32  или Rb 2
sin

=
β

.  sin
2
b R β=
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Следовательно, если в треугольнике  известно основание b и 
угол при вершине 

ABC
β , то радиус окружности, описанной вокруг тре-

угольника, находится по формуле: 
βsin2

bR = .  

Следствие из теоремы синусов: гео-
метрическим местом точек М, из которых 
отрезок АС заданной длины  виден под 
заданным углом 

b
β , состоит из двух дуг 

окружностей радиуса 
βsin2

bR = , опи-

рающихся на рассматриваемый отрезок 
(см. рис. 33). Для построения центров О и 
О1 этих окружностей, достаточно найти 
вершины равнобедренных треугольников 
АОС и АО1С, имеющих своими основа-
ниями отрезок АС и угол при вершине, 
равный β2 .  
β

O

2β

β

β
β

b CA

O1

M

Рис. 33
Теорема тангенсов 

Теорема. В любом треугольнике 
( )(tg

2 (
A p b p c

p p a
)

)
∠ − −

=
−

, где 

−++= )(
2
1 cbap  его полупериметр. 

Доказательство. □ Из теоремы косинусов вытекает, что  
2 2 22 ( )(1 cos
2 2

2 2( ) 2 ( ) ,
2

bc a b c b c a b c aA
bc bc

p p a p p a
bc bc

− + + + + + −
+ ∠ = =

⋅ − −
= =

)
=

 

2 2( ) 2 ( )( )1 cos .
2

a b c p b p cA
bc bc

− − − −
− ∠ = =  

Из этих двух выражений вытекает, что  
1 cos ( )( )tg ,

2 1 cos ( )
A A p b p

A p p a
∠ − ∠ − −

= =
+ ∠ −

c
 

что и требовалось доказать.  
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Основные случаи решения косоугольных треугольников 
Рассмотрим четыре основных случая решения косоугольных тре-

угольников. 

Задача 3. Даны стороны треугольника  и . Найти углы 
 

ba, c
.,, CBA

Решение. □ Задача имеет единственное решение при условии, что 
, где cba >+ cab ≤≤ .  

Способ 1. Используя теорему косинусов, находим  

bc
acbA

2
cos

222 −+
=∠ ; 

ac
bcaB

2
cos

222 −+
=∠ ; 

ab
cbaC

2
cos

222 −+
=∠ .  

Способ 2. Углы можно найти также и по теореме тангенсов:  

( )( )
)

c−tg
2 (
A p b p

p p a
∠ −

=
−

; 
( )( )tg

2 ( )
B p a p c

p p b
∠ − −

=
−

; 

)(
))((

2
tg

cpp
bpapC

−
−−

= . 

Формула для проверки: °=++ 180CBA . 

Задача 4. Даны две стороны треугольника  и , и угол , за-
ключенный между ними. Найти сторону  и углы  и 

a b C
c A B . 

Решение. □ 1. Используя теорему косинусов, находим сторону : c

2 2 2 cosc a b ab C= + − ⋅ ∠ . 

2. Используя теорему синусов, находим угол B . Пусть . Тогда 
угол 

ba >
B  острый и   

sinsin , 180 ( )b CB A B
c
∠

∠ = ∠ = ° − ∠ +∠C . 

Формула для проверки: 
sin sin

a b
A B
=

∠ ∠
.  
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Задача 5. Даны две стороны  и треугольника и угол , лежа-
щий против одной из них. Найти сторону  и углы  и 

a b A
c C B , если из-

вестно, что угол A−  наибольший. 
Решение. □ 1. Используя теорему синусов, находим угол B , а затем 
. Так,  C∠

sinsin ,b AB
a
∠

∠ = 180 ( )C B A∠ = ° − ∠ +∠ . 

2. Используя еще раз теорему синусов, находим c :  

sin
sin

a Cс
A
∠

=
∠

. 

Формула для проверки: 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅ ∠ .  
Замечание. Треугольники будут равны по двум сторонам и углу не 

между ними, если известно, что этот угол в каждом из треугольников 
является наибольшим. 

Задача 6. Даны сторона  треугольника и два прилежащих к ней 
угла  и 

a
C B . Найти стороны b , c  и угол . A

Решение. □ 1. 180 ( )A B C∠ = ° − ∠ +∠ . 
2. Используя теорему синусов, находим b  и :  c

sin ,
sin

a Bb
A
∠

=
∠

 
sin

sin
a Cс

A
∠

=
∠

. 

Формула для проверки: 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅ ∠ .  
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§ 7. Пропорциональные отрезки в треугольнике 
Приведем несколько полезных утверждений, не являющихся теоре-

мами, но являющихся опорными задачами, использование которых по-
зволяет решать большое количество задач. Для дальнейшего достаточно 
запомнить алгоритм их решения, поскольку все равно в случае, если на 
вступительном экзамене используется факт, выходящий за рамки про-
граммы, то его необходимо доказать или хотя бы привести схему дока-
зательства. 

Задача 1. В треугольнике  из вершин  и ABC A B  к сторонам  
и  соответственно проведены отрезки  и 

BC
AC AD BE , делящие эти сто-

роны в отношении 
n
m

DC
BD

=  и 
q
p

EC
AE

= . Определить, в каком отноше-

нии делятся отрезки  и AD BE  точкой 
их пересечения Q . 

Решение. □ Найдем отношение 

QE
BQ

. Для этого выполним вспомога-

тельное построение – проведем отрезок 
 Так как  то в тре-

угольнике  

.|| ADEN ,AD||EN

ADC
q
p

EC
AE

NC
DN

==  и 

DN
p
qNC = . Откуда DN

p
qpNCDNDC +

=+= . По условию 

n
m

DC
BD

=  и значит DN
p

qp
n
mDC

n
mBD +

⋅== .  

A C
E

N

D
Q

B

Рис 34 

В треугольнике  QD  и BNE EN||

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=

+
⋅

==
p
q

n
m

DN

DN
p

qp
n
m

DN
BD

QE
BQ 1 . 

Аналогично можно получить, что  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

m
n

q
p

QD
AQ 1 .  
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Задача 2. В треугольнике  из вершин  и ABC A B  к сторонам  
и  соответственно проведены отрезки  и 

BC
AC AD BE , делящиеся точ-

кой их пересечения  в отношении Q
n
m

QE
BQ

=  и 
q
p

=
QD
AQ

. Найти от-

ношения 
DC
BD

 и 
EC
AE

. 

Решение. □ Первый способ. Эту задачу можно решить, сведя ее к 

предыдущей задаче. Для этого обозначим x
DC
BD

=  и y
EC
AE

= . Тогда  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=

y
x

QE
BQ 11  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

x
y

QD
AQ 11 . Или  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

.11

,11

q
p

x
y

n
m

y
x

 

Откуда 
)( qpn

nqmpx
+
−

=  и  
)( nmq

nqmpy
+
−

= .  

Второй способ. □ Для решения используем метод площадей. Так 
как треугольники  и  (см. рис. 35) имеют общую высоту и 

основания их 

BDQ QDC

BD  и  лежат на одной прямой, то DC BQD

QDC

SBD
DC S

= . 

Аналогично AQE

QCE

SAE
EC S

= .  

Рис. 35 

Обозначим площадь BDQ  
через . Для S BDQ  и  по-

лучим 

ABQ

ABQ

BQD

S AQ
S QD

p
q

= = . Тогда 

ABQ
pS S
q∆ = .  

Аналогично  ABQ

AQE

S BQ m
S QE n

= =  и AQE
n pS S
m q

= ⋅

S

.  

Пусть 1 2,QCE QDCS S S= = . Выразим  и  через .  1S 2S S
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1

2

AQС AQE QСE

QDC QDC

n p S SS S SAQ p m q
S QD q S S

⋅ ++
= = = =  

и 

2

1

QBC BQD QDС

EQC EQC

S S S S SBQ m
S QE n S S

+ +
= = = = . 

Получаем систему уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=

.

,

12

12

SS
n
mS

SS
q
p

m
n

p
qS

  

Откуда S
nqmp

np
m

nmS
−

+
=1  и S

nqmp
qpnS

−
+

=
)(

2 . 

Тогда  

( )
BQD

QDC

SBD mp nq
( )

AQE

QCE

SAE mp nq
EC S q m n

−
= =

+DC S n p q
−

= =
+

;  .  

Задача 3. В треугольнике  из вершин  и ABC A B  к сторонам  
и  соответственно проведены отрезки  и 

BC
AC AD BE , делящие эти сто-

роны в отношении 
n
m

DC
BD

=  и 

q
p

EC
AE

= . Определить, в каком от-

ношении делит сторону  точка AB
F  такая, что отрезок  содержит 
точку  точку пересечения от-
резков  и 

CF
−Q

AD BE .  
Решение. □ Найдем отношение 

 используя метод площа-
дей. Введем обозначения (см. рис. 36): 

FBAF :
1 2, ,BDQ QDCS S S S= =  

, 3 4,QCE AQES S S S

A C 
E

F D 

Q 

B 

S1

S2

S3S4

S5

S6

 
Рис. 36 

= = 5AFQS S= , 6BQFS S= .  

Тогда, 1

2

BDQ

QDC

S S BD m
S S DC n

= = = , 
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1 5 6

2 3 4

ABD

ADC

S S SS BD m
S S S S DC n

+ +
= =

+ +
= , 4

3

,AQE

QCE

S S AE p
S S EC q

= = =  

1 2 3

4 5 6

BCE

ABE

S S S S AE p
S S S S EC q

+ +
= = =

+ +
FBQ AFQ

BQC AQC

S SFQ
S QC S

= =,   

или 
43

21

5

6

43

5

21

6
SS
SS

S
S

SS
S

SS
S

+
+

=⇒
+

=
+

. ,21 S
n
mS =  .

3

4

q
p

S
S

=   

Получаем систему уравнений:  

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
+

=

=
++
++

=
++
++

,

,

,

43

21

5

6
654

321
432

651

SS
SS

S
S

q
p

SSS
SSS

n
m

SSS
SSS

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
⋅

+
=

+
⋅=+

+
⋅=+

,

,

,

3

2

5

6

265

365

S
S

qp
q

n
nm

S
S

S
n

nm
q
pSS

S
q

qp
n
mSS

 

Из равенства правых частей первого и второго уравнений следует  

3 2
m p q p m nS S
n q q n

+ +
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  или  3 2

( )
( )

p m nS S
m p q

+
= ⋅

+
.  

Тогда  6 2

5
2

( )
( )

S SAF m n q m q
p m nFB S n p q n pS
m p q

+
= = ⋅ ⋅ = ⋅

++
+

.  

Задача 4. В треугольнике  на сторонах  и  взяты соот-

ветственно точки 

ABC AB BC

D  и E  так, что 
AD m
DB n

=  и 
BE p
EC q

= . Прямая DE  

пересекает продолжение стороны  в точке . Найти отношение AC Q
СQ
AC

. 

Решение. □ При решении задачи необходимо учесть положение 

точки . Если Q
BE
EC

DB
AD

> , то точка  будет расположена на прямой 

 правее точки C , в противном случае – левее точки  (см. рис. 37а 
и 37б). 

Q

AC A
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Рассмотрим первый случай 
p
q

n
m
> . Выполним вспомогательное 

построение – проведем отрезок  Обозначим длину отрезка .|| ABCN

BD  через x . По условию задачи 
n
m

DB
AD

= , т.е. x
n

AD =
m

. 

A C

E
N

D

Q

B

F

E

A

D

B

C

N

Q  
Рис. 37а     Рис. 37б 

Треугольники DBE  и  подобны (NCE CENBED ∠=∠  как верти-
кальные, ENCBDE ∠=∠

CN
 как внутренние накрест лежащие при парал-

лельных прямых ,  и секущей AB BC ). Следовательно, 

BE
EC

DB
=

NC
, т.е. x

p
qNC =DB

p
q

= . Треугольники  и  так-

же подобны. Следовательно,   

ADQ CNQ

m
n

p
q

x
n
m

x
p
q

AD
NC

AQ
CQ

⋅=== . 

Рассмотрим второй случай 
p
q

n
m
< . Проведем отрезок  

Аналогично предыдущему случаю получим  

.|| BCNA

n
m

q
p

QC
AQ

⋅= .  
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Приведем несколько теорем, не входящих в стандартную программу 
курса элементарной геометрии средней школы, но не требующих каких-
то дополнительных знаний и позволяющих в ряде задач получить ко-
роткое решение. 

Теорема Стюарта. Если −cba ,, стороны треугольника  и 
точка 

ABC
D  делит сторону  так, что BC ,, 21 aCDaBD == то  

a
aaacaba

AD 21
2

2
2

12 −+
= . 

Теорема Чевы. Если на сторонах треугольника  выбраны 
точки

ABC
ABCACBBCA ∈∈∈ 111 ,, , то отрезки  пересе-

каются в одной точке тогда и только тогда, когда выполняется равенст-
во: 

111 ,, CCBBAA

1
1

1

1

1

1

1 =⋅⋅
AC

BC
BA

CA
CB

AB
. 

Теорема Менелая. Если в треугольнике  на сторонах или их 
продолжениях выбраны точки 

ABC
ABCACBBCA ∈∈∈ 111 ,, , не совпа-

дающие с вершинами треугольника, то точки  лежат на од-
ной прямой тогда и только тогда, когда выполняется равенство: 

111 ,, CBA

1 1 1

1 1 1

1BA CB AC
A C B A C B

⋅ ⋅ = . 
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§ 8. Вписанная в треугольник и описанная окружности 
Вписанная окружность. Треугольник называется описанным око-

ло окружности, если все его стороны касаются окружности. Такая ок-
ружность называется вписанной в треугольник.  

Теорема. Во всякий треугольник можно вписать окружность, и 
притом только одну. Центр окружности, вписанной в треугольник, 
лежит на пересечении биссектрис внутренних углов треугольника.  

Радиус окружности, вписанной в треугольник, может быть вычис-
лен по формуле:  

p
Sr =  или 

p
cpbpapr ))()(( −−−

= , 

где p – полупериметр, S – площадь треугольника. 

Описанная окружность. Треугольник называется вписанным в ок-
ружность, если все его вершины лежат на этой окружности. Такая ок-
ружность называется описанной около треугольника. 

Теорема. Около всякого треугольника можно описать окруж-
ность, и притом только одну. Центр окружности, описанной около 
треугольника, лежит на пересечении перпендикуляров, восстанов-
ленных из середин сторон этого треугольника.  

Радиус R окружности, описанной около треугольника со сторонами 
,  и c  может быть вычислен с использованием формул: a b

4 ( )( )( )
abcR

p p a p b p c
=

− − −
,  

ch
abR
2

=  или 
S

abcR
4

= , 

где p – полупериметр, S – площадь треугольника,  – высота, прове-
денная из вершины C. 

ch

Задача 1. В треугольник ABC площади S вписана окружность ра-
диуса r, которая касается сторон AC и BC соответственно в точках M и 
N. Найти длину стороны AC, если : 2 :AM MC 3=  и : 5 : 6BN NC = . 

Решение: □ Пусть AC a= , тогда 2 / 5AM a=  и 3 / 5MC a= .  
По свойству касательных, проведенных из одной точки к окружно-

сти, имеем 3 / 5NC MC a= =  и тогда, из условия : 5 : 6NCBN = , по-
лучаем / 2BN a= .  
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Если окружность касается стороны AB в точке P, то также 
2
5
aAP AM= =  и 

2
aBP BN= = . 

Из формулы для площади треуголь-
ника rpS ⋅=  получаем: 

A
M

C

N

B

P

Рис. 38 

4 6
5 5
a aa+ +

⎝ 3
2 2

aS r r

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎠= ⋅ = ⋅ .  

Тогда 
r
Sa ⋅=

3
2

. 

Следовательно, 
r
SAC

3
2

= .  

Задача 2. Доказать, что сумма катетов прямоугольного треугольни-
ка равна сумме диаметров  вписанной и описанной окружностей. 

Решение: □ Пусть K, L, M – точки касания вписанной окружности; 
,BC a=   (см. рис. 39). 

По свойству касательных, про-
веденных из одной точки к 
окружности: 

AC b=

,BK M= B AM AL = , 
, LC CK= = AC r Ar L

r

r
r

= + , 
BC r KB= + . 

C K B

M

A

L O

Тогда  

2AC BC r AL KB+ = + + . 
Рис. 39 Учитывая, что  

AL KB AM MB AB+ = + = , 

получим .  2AC BC r AB+ = +

А так как 2AB R= , то  

2 2AC BC r R+ = + , 

что и требовалось доказать.  
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Задача 3. Точка N лежит на стороне AC правильного треугольника 
ABC. Найти отношение радиусов окружностей, описанных около тре-
угольников  и ABC, если . ABN nACAN =:

Решение. □ Пусть a – сторона правильного треугольника ABC (см. 
рис. 40), тогда AN na= . Сторону BN  найдем по теореме косинусов:  

2 2 22 cos60 1BN AB AN AB AN a n= + − ⋅ ⋅ ⋅ ° = + − n . 

Пусть  – радиус окружности, описанной около треугольника 
,  – радиус окружности, описанной около треугольника ABC. 

Из формулы 

1R
ABN 2R

R
abcS
4

=  получаем, что 

3 2

1

1
4ABN

na n nS
R
+ −

= ; 
3

24ABC
aS
R

= . 

С другой стороны, треугольники  
и  имеют общую высоту, прове-
денную из вершины B, поэтому их пло-
щади относятся как длины оснований, 
т.е.  

ABN
ABC N CA

B

Рис. 40 

ABN ABCS n S= ⋅ . 
Подставляя сюда выражения для площадей, получим:  

2

3

1

23

44
1

R
na

R
nnna
=

−+
 или nn

R
R

−+= 2

2

1 1 .  

Задача 4. Построить равнобедренный треугольник по его основа-
нию c  и радиусу вписанной окружности r. 

Решение. □ На произвольной прямой отложим отрезок cAB =  и из 
точки N , делящей его пополам, восставим перпендикуляр. На этом 
перпендикуляре отложим отрезок rON = , из точки , как из центра, 
проводим окружность заданного радиуса r, которая будет касаться ос-
нования . Из точек  и 

O

AB A B  проводим касательные к построенной 
окружности, которые пересекутся в точке . Полученный треугольник 

 - искомый. Постройте рисунок самостоятельно.  
C

ABC
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§ 9. Площадь треугольника 
Приведем основные формулы для вычисления площади треугольни-

ка: 

1. ,
2
1

aahS = где −a  основание треугольника, ah −  высота; 

2. ,sin
2
1 CabS ∠=  где −ba,  стороны треугольника, −C  угол 

между ними; 

3. ,))()(( cpbpappS −−−=  где −
++

=
2

cbap  полупериметр 

(формула Герона); 
4. , где prS = −r радиус вписанной в треугольник окружности, 

−p  полупериметр; 

5. 
R

abcS
4

= , где −R  радиус описанной около треугольника окруж-

ности. 
Если заданы высоты произвольного треугольника , то его 

площадь может быть вычислена по формуле: 
cba hhh ,,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=

cbabcaabccba hhhhhhhhhhhh

S
111111111111

1
. 

Формулы для вычисления площади равностороннего треугольника: 

,
4

3333
4
3 222 RraS ⋅=⋅=⋅=  

где  сторона, −a
3

2 arR == .  

При решении задач оказываются полезными следующие теоремы и 
следствия из приведенных выше формул: 

Из формулы aahS
2
1

=  следует, что: 

1. Если у двух треугольников равны основания, то их площади 
относятся как высоты; если у двух треугольников равны высоты, 
то их площади относятся как основания. 
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2. Если треугольники  и ABC ADE  имеют общую вершину , а 
их стороны  и 

A
BC DE , противолежащие вершине , лежат на 

одной прямой a  (см. рис. 41а), то  

A
ABC

ADE

S BC
S D

=+

+ E
. 

3. Если треугольники  и ABC FDE  расположены так, что их 
стороны  и BC DE  параллельны, вершина  лежит на прямой A

DE , а вершина F  на прямой  (см. рис. 41б), то BC ABC

ADE

S BC
S D

=+

+ E
. 

b

B EDC

A

a

ED

C

A

F
a

B  
Рис. 41а    Рис. 41б 

Применяя для вычисления площади треугольника формулу 

CabS ∠= sin
2
1

, легко доказать, что: если треугольники  и ABC

ADE  имеют равный (или дополнительный) угол, то их площади 
относятся как произведения сторон, содержащих этот угол (см. 

рис. 42а, 42б и 42в):  ABC

ADE

S AB AC
S AD

⋅
=

AE⋅
+

+
. 

B

D
E

C

A E

D C

A

B

A C

B
D

E  
Рис. 42а                           Рис. 42б                                Рис. 42в 
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Теорема. Е льник  подобен треугольнику 
, то отн

подобия:  

ABC
111 CBA

1 1 1

ABC

A B C

S
S
+

+

Рассмотрим н
выше теоремах и 

Замечание. П
вано важное свой
имеющая площа
непересекающих
соответственно

Задача 1. Чер

, площа
. Так как треуг

yMC =
S

), то ABMP ||
S

A

S1

M

N

B
S3

x
Рис. 43

Сложив левые

1S

Следовательно, S
половине площад

1
2NBP NBPMS S= =+

 

сли треуго

ошение их площадей равно квадрату коэффициента 

1 1 1 1 1 1

2 2 2
2AB AC BC k

A B A C B C
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

nSS ,,1 …

nS

. 

есколько опорных задач, основанных на приведенных 
фактах. 
ри решении следующих задач будет также использо-
ство – свойство аддитивности площади: если фигура, 
дь, равную , каким-то способом разделена на n 
ся частей, имеющих площади  
, то 

S

SS ++= …1 . 
ез точку M  (см. рис. 43) основания  треугольни-

ка  проведены прямые, парал-
лельные сторонам треугольника. 
Точки  и 

AC
ABC

N P  – точки пересечения 
этих прямых со сторонами треуголь-
ника. Найти площадь треугольников 

 и , если площади тре-
угольников и  равны 
соответственно  и . 

ABC NBP
ANM MPC

1S 2S
Решение. □ Пусть ,xAM =  

ди треугольников  и  соответственно  и 
ольники и  подобны 

NBP ABC 3S
ANM MPC ABC∆  ( , BCMN ||

1 x
x yS

=
+

 и 
yx

y
S

S
+

=2 . 

S2

P

Cy

 и правые части этих равенств, найдем, что  

12 =
+
+

=
+

yx
yx

S

S
 или SSS =+ 21 . 

2
1 2( S S= + ) . Площадь треугольника  равна 

и параллелограмма , т.е. 
NBP

NBPN

1 2

2
S S S− −

=
2

1 2 1 2
1 2

( )
2

S S S S
S S

+ − −
= .  
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Задача 2. Через точку , лежащую внутри треугольника , 
проведены три прямые, параллельные сторонам треугольника. Площади 
образовавшихся треугольников равны . Найти площадь 
треугольника . 

O ABC

3S21 ,, SS
ABC

Решение. □ Образовавшиеся треугольники  по-
добны треугольнику  (см. рис. 44). Пусть площадь треугольника 

 равна , тогда 

RSOOPQMNO ,,
ABC

ABC S
2

2
1

AC
NO

S
S

= , 
2

2
2

AC
OQ

S
S

= ,  
2

2
3

AC
RS

S
S

=  Выражая 

отсюда , получим: RSOQNO ,,

1SNO AC
S

= ⋅ , 2SOQ AC
S

= ⋅ , 3SRS AC
S

= ⋅ . 

Четырехугольники   параллелограммы (в каждом 
из них противоположные стороны 
параллельны). Тогда 

,ANOR −OQCS

,NO AR=  
 и, следовательно OQ SC=

A

M
Q

P

CR

N

B

S

S1 S2

S3

O

Рис. 44 

NO RS OQ+ + =  
AR RS SC AC= + + = . 

Таким образом,  

31 2 SS SAC AC
S S S

⎛ ⎞
= + + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Отсюда следует, что ( )2321 SSSS ++= .  

Задача 3. На сторонах  
 и 

,CA
AB BC  треугольника  
соответственно взяты точки 

ABC
M , 

, N P  (см. рис. 45) так, что 

m
AB
AN

= , n
BC
BP

= , k
AC
AM

= . 

Определить площадь треугольника 
, если площадь треугольни-

ка  равна . 
MNP

ABC S

A

S1 S2

P

CM

N

B
S3

S4

Рис. 45 
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Решение. □ Обозначим площади треугольников  
 через , . Так как треугольники  

имеют с треугольником  по общему углу, то, используя отмечен-
ное выше следствие (см. стр. 74), запишем: 

,, BNPANM
PCM 1S 32 , SS PCMBNPANM ,,

ABC

1ANM

ABC

S S AN AM mk
S S AB AC

= = ⋅ =+

+

, 

2PCM

ABC

S S PC MC
S S BC AC

= = ⋅ =+

+

(1 )(1 )BC BP AC AM n k
BC AC
− −

⋅ = − − ,

3NBP

ABC

S S NB BP
S S AB BC

= = ⋅ =+

+

(1 )AB AN BP m n
AB BC
−

⋅ = − . 

Или ,1S mk S= ⋅ 2 (1 )(1 )S n k S= − − ⋅ 3 (1 )S m n S и = − ⋅

3S

, 

Поскольку 1 2MNPS S S S= − − −+ , то, подставив выражения , 
 через , получим  

1S

32 , SS S

=−−−−−−= SknnSmmkSSS )1)(1()1(4  

).( nkkmkmnS −+−=   

Задача 4. На сторонах  и ,CA AB BC  треугольника  соот-
ветственно взяты точки 

ABC
M ,  и N K  

так, что m
AC
KC

BC
BN

AB
AM

===  

)5,0( <m  (см. рис. 46). Вершины тре-
угольника  соединены с точками ABC
M , , N K  отрезками прямых, точки 
пересечения которых являются верши-
нами треугольника . Найти его 
площадь, если площадь треугольника 

PQR

A

B

A

Q

K

R

C

N

B

P
M

Рис. 46
 равна . BC S
Решение. □ Площади заштрихованных треугольников  

  равны. Действительно,  
,AMP

,QN KRC

ABN BCK AMC ABCS S S m S= = = ⋅+ + + + . 
Используя результат задачи №1 §7 главы 3, получим  
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2)1( m
m

RM
CR

QK
BQ

PN
AP

−
=== . 

Тогда  

( )AMP
AM APS m S =
AB AN

= ⋅ ⋅+

3

2( )
1

AP mm m S
AP PN m m

⎛ ⎞ S= ⋅⎜ ⎟+ − +⎝ ⎠
. 

Аналогично вычисляются площади треугольников . 
Поскольку  

KRCBQN ,

ABC ABN BCK AMC PQR AMPS S S S S S= + + + − −+ + + + + + BQN KRCS S−+ + , 

(площади заштрихованных треугольников перекрываются дважды).  
В силу доказанного:  

3 3ABC ABN PQR AMPS S S S= + −+ + + + . 

Тогда  
3 2

2 2

3 1 41 3 .
1 1PQR

m mS S m S
m m m m

⎛ ⎞ ⎛ − +
= ⋅ − + = ⋅⎜ ⎟ ⎜− + − +⎝ ⎠ ⎝

+
4m ⎞

⎟
⎠

  

Задача 5. Найти площадь треугольника, зная длины его сторон , 
 и длину биссектрисы l  угла, заключенного между этими сторонами. 

a
b

Решение. □ Пусть половина угла 
BCA  (см. рис. 47) равна α .  

Так как площадь треугольника равна 
половине произведения двух его сторон 
на синус угла между этими сторонами, то 

искомая площадь α2sin
2
1 abS = .  

Для нахождения площади необходи-
мо определить значение α2sin . Заметим, 
что площадь треугольника  равна 

сумме площадей треугольников 
ABC

BCD  и . Поэтому можно напи-
сать:  

DCA

A

bl
a

D

C

B
Рис. 47 

sin,
2
1sin

2
12sin

2
1 blalab += αα  

или  
αα sin)(2sin lbaab +=  
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Следовательно,  

ααα sin
2

)(cossin lbaab +
= . 

Из последнего равенства следует 

ab
lba

2
)(cos +

=α . 

Используя основное тригонометрическое тождество, получим 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=−=
2

2

2
)(1cos1sin

ab
lbaαα

2 2 2 24 ( )
2

a b a b l
ab
− +

. 

Тогда  
2 2 2 2( ) 4 ( )

sin 2 sin cos
2 4

a b l a b a b labS ab
ab

α α α
+ ⋅ ⋅ − +

= = = .  

Задача 6. Найти площадь треугольника, зная длины его сторон , 
 и медианы . 

a
c bm

Решение. □ Достроим треугольник  до параллелограмма 
 (см. рис. 48). Так как диагонали параллелограмма точкой пере-

сечения делятся пополам, то 

ABC
ABCD

bmBDBE 22 == .  

A

E

D C

B

c amb

 
Рис. 48 

С другой стороны каждая из 
диагоналей делит параллелограмм 
на два равновеликих треугольника, 
поэтому ABC ABES S=+ + .  

Площадь треугольника ABE  
можно вычислить, используя фор-
мулу Герона, поскольку все его сто-
роны известны: 

, 2 ,bAB c BE m AE BC a= = = = . 
Тогда  

( )( )( 2 ьS p p a p с p m= − − − ),  

где 
2

2 bmсa
p

++
= .  
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Глава 4. Окружность и круг 
§ 1. Основные понятия 

Окружность геометрическое место точек плоскости, находящихся 
на одинаковом расстоянии  от фиксированной точки O, называе-
мой центром окружности. Число 

0>R
R  – радиус окружности (круга).  

Радиус окружности (круга) – отрезок, соединяющий центр окруж-
ности с точкой, лежащей на окружности. 

Хорда – отрезок, соединяющий две точки окружности. 
Круг – часть плоскости, ограниченная ок-

ружностью. 

R
R

R
OA

B

Секущей называется прямая, проходящая 
через две произвольные точки окружности. 

Диаметр – хорда, проходящая через центр 
окружности. Обычно диаметр обозначается 
буквами  или d D . 

Примечание: слово «радиус» имеет  
            Рис. 1               двойной смысл: оно означает отрезок, а также  

длину этого отрезка; такой же двойной смысл имеет слово «диаметр». 

Дуга окружности – часть окружности, заключенная между двумя 
ее точками. Для обозначения дуги часто пользуются специальным зна-
ком ∪ , и, например, вместо «дуга » можно писать . AB AB∪

Через одну точку можно провести бесконечно много окружностей с 
произвольно выбранными центрами и радиусами. 

Через две точки  и A B  можно провести бесконечно много окруж-
ностей с произвольно выбранными радиусами, но не меньшими поло-
вины расстояния между данными точками. Центры таких окружностей 
будут лежать на одной прямой, перпендикулярной отрезку  и про-
ходящей через середину этого отрезка. 

AB

Через три заданные точки , A B  и , не лежащие на одной пря-
мой, можно провести окружность и притом только одну. Ее центр будет 
находиться в точке пересечения прямых, перпендикулярных отрезкам 

,  и , проходящим через середины этих отрезков. 

C

AB BC AC

Через три точки, лежащие на одной прямой, нельзя провести ок-
ружность. 
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Касательная 
Касательной к ок-

ружности называется 
прямая, имеющая одну 
общую точку с окруж-
ностью и лежащая в ее 
плоскости. Общая точка 
прямой с окружностью 
называется точкой ка-
сания.  

Длиной касатель-
ной, проведенной из 
точки  к заданной 

окружности с точкой касания 
A

M , называется отрезок  (см. рис. 2). 
Обычно под термином касательная и понимают лишь этот отрезок. 
Касательная к окружности перпендикулярна к радиусу (диаметру), про-
веденному в точку касания.  

AM

B1

B
M

M1

A
r

O

90

90

r

Рис. 2 

Из точки вне круга можно провести к окружности две касательные. 
Длины этих касательных равны между собой, так как два прямоуголь-
ных треугольника  и  равны, поскольку имеют общую 
гипотенузу и по одному равному катету 

AOM 1AOM
rOMOM == 1 .  

−OA  биссектриса угла . AMM1
Через точку, лежащую на окружности, можно провести лишь одну 

касательную к этой окружности. Через точку, лежащую внутри окруж-
ности, провести касательную к данной окружности нельзя. Однако че-
рез любую точку, лежащую вне, на или внутри окружности, можно про-
вести бесконечное количество секущих. 

Касательную к окружности можно рассматривать как предельное 
положение секущих проведенных из заданной точ-
ки , расположенной вне или на самой окружности. В последнем слу-
чае точка  совпадает с точкой 

1 2, , ,AB AB AB … ,
A

A M  (или ). 1M
Если касательная параллельна хорде, то точка касания делит 

дугу, стягиваемую хордой, пополам. 
Принято говорить, что прямая  и дуга  некоторой окружно-

сти O  сопряжены, если они имеют общую точку (например, точку 
MN AB

B ) 
и в этой точке прямая  является касательной к данной дуге . MN AB

Две дуги, сходящиеся в некоторой точке B , называются сопря-
женными, если в этой точке они имеют общую касательную. 
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В одном круге или в равных кругах: 
1) если дуги равны, то и стягивающие их хорды равны и одинако-

во удалены от центра; 
2) если две дуги, меньшие полуокружности, не равны, то большая 

из них стягивается большей хордой и из обеих хорд большая 
расположена ближе к центру. 

Касающимися окружностями называются такие две окружности, 
которые имеют лишь одну общую точку. Точка касания окружностей и 
их центры лежат на одной прямой. 

Две окружности, имеющие две общие точки, называются пересе-
кающимися. 

Трех общих точек две неравные окружности иметь не могут, так 
как, в противном случае, через три точки оказались бы проведенными 
две разные окружности, что невозможно. 

Две или несколько окружностей называются концентрическими, 
если их центры совпадают (находятся в одной точке). Две равные ок-
ружности имеют бесконечно много общих точек, если они концентри-
ческие. 

Линией центров двух окружностей называется прямая, проходя-
щая через их центры. Если две окружности имеют общую точку, распо-
ложенную вне линии центров, то они имеют еще и другую общую точ-
ку, симметричную первой относительно линии центров. Такие окруж-
ности пересекаются. Если две окружности имеют общую точку, лежа-
щую на линии центров, то они в этой точке касаются. 

К двум окружностям, расстояние между центрами которых больше 
суммы их радиусов, можно провести четыре общих касательных (две 
внешние ,  и две внутренние , ) (см. рис. 3). Точ-
ки пересечения внешних, а также внутренних касательных, лежат на 
линии центров окружностей.  

21AA 43 AA 21BB 43BB

O1

A2

A4
A3

A1 B1

B3
B2

B4

O2

Рис. 3 
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К двум внешне касающимся ок-
ружностям можно провести три об-
щих касательных (см. рис. 4). Одна 
из них будет проходить через точку 
касания перпендикулярно линии цен-
тров . В частности, при 21OO

21 RR =  две других касательных 
параллельны линии центров. 

                 Рис. 4 
 

O1

A3

A1

A4

A2

O2

 
                    Рис. 5                                                               Рис. 6 

К двум пересекающимся окружностям можно провести лишь две 
общие касательные (см. рис. 5). 

Две внутренне касающиеся окружности имеют одну общую каса-
тельную, она перпендикулярна их линии центров (см. рис. 6). 

O1

A3

A1

B

A2

A4

O2

O1 AO2

Части круга 
 
Сектор – часть круга, ограниченная дугой и двумя 

радиусами (см. рис. 7). 
 
Сегмент – часть круга, ограниченная дугой и хор-

дой (см. рис. 7). 
Рис. 7 

Свойства дуг и хорд.  
Дуги одной и той же окружности равны между собой, если при со-

вмещении этих дуг их концы совпадают. Если при совмещении двух дуг 
одной окружности два конца их совпадают, а два  других не совпадают, 
то дуги не равны, причем та дуга считается меньшей, которая составит 
часть другой. 
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Теоремы
(1) Диаме

мые ею дуги п
Доказате

окружности, 
ный  и пе

C
AB

рис. 8). Прове
угольник 
ем  (стор
диусы). Отрез
является высо
ной. Значит, т

AO
AB

полам. Из р
угольников A
ды .CBAC =

Аналогичн

(2) Дуги, з

O

A

B K

Рис.

(3) Касат
касания. 

Доказате
сается окружн
10), то все ост
должны лежат
му все отрезки
ше радиуса 
ляется наим
соединяющих 
этой прямопрямой, и поэт

O

 

: 

тр, перпендикулярный хорде, делит хорду и стягивае-
ополам. 
льство: □ Пусть  – хорда 

 – диаметр, перпендикуляр-
ресекающий ее в точке 

AB
D

K  (см. 
дем радиусы  и . Тре-

 равнобедренный с основани-
оны  и  равны как ра-
ок  в этом треугольнике 
той, и, следовательно, медиа-
очка 

OA OB
B

OA OB
OK

K  делит хорду  по-
авенства прямоугольных тре-

 и  (

AB

KC CKB KBAK = , −CK  об
 Следовательно, и дуги равны, т.е. 
о доказывается, что AD DB∪ =∪

аключенные между параллельным

Доказательство:
перпендикуля
 (см. рис. 9). П

дуги 

OK
BC

BK  и  р
ны и дуги 

KC
AK  и

ных дуг AK  и K
, получим, чт

ключенные межд
мыми равны.  

KC

и 

D

C

 9 

ельная перпендикулярна радиусу,

льство: □ Если прямая ка-
ости в точке  (см. рис. 
альные точки этой прямой 
ь вне окружности. Поэто-
  будут боль-

. Значит этот радиус яв-
еньшим из отрезков, 
точку  с любой точкой 
й, поэтому OK  ому OK  перпендикулярен касател

K

, ,OM ON …
K

O

84
A

D

B
C

O

K

Рис. 8
щая) следует, что хор-
CBAC ∪=∪ . 

.   

и хордами, равны. 

 □ Проведем радиус 
рный хордам  и 
о предыдущей теореме 

AD

авны. Аналогично рав-
 . Отнимая от рав-KD

 равные дуги D BK  и 
о дуги  и , за-
у параллельными пря-

AB CD

 проведенному в точку 

ьной.  

O

K NM

 
Рис. 10 



Задача 1. Найти длины общих касательных к окружностям, радиу-
сов R  и r , если расстояние между их центрами равно  ( ). l l R r> +

Решение. □ Пусть 
 и – внешняя 

и внутренняя касатель-
ные (см. рис. 11). Из 
центра меньшей окруж-
ности опустим перпен-
дикуляры  и 

 на радиус  и 
продолжение радиуса 

 соответственно. 
Рассмотрим прямо-

угольные треугольники  (гипотенуза 

21AA 21BB

12KO

22KO 11AO

11BO

211 OKO lOO =21 , катет 
) и  (гипотенуза rRKO −=11 221 OKO lOO =21  катет =21KO  

rR += ). Из теоремы Пифагора для этих треугольников получим:  

O1

A2

A3

A1

K1

B1

K2

B2

O2

R
rr

l1

l2

R

r

Рис. 11 

2
1 1 2 ( )l A A l R r= = − − 2  – длина внешней касательной: 

22
212 )( rRlBBl +−== 2l  – длина внутренней касательной.  

Задача 2. К окружности, радиуса R , из точки M , находящейся на 
расстоянии  от ее центра, проведены каса-
тельные  и . Через произвольную 
точку  меньшей из дуг  проведена 
касательная к окружности, пересекающая 
отрезки  и  в точках  и  
соответственно. Найти периметр треуголь-
ника .  

l
1MB 2MB

C 21BB

1MB 2MB 1A 2A

21MAA
Решение. □ Касательные  и  

равны 

1MB 2MB
22 Rl − . Поскольку CAB 11A1 =  

и , как касательные, проведенные к окружности из одной 
точки, то периметр треугольника  равен  

CABA 222 =

21MAA

O1
M

A1

A2

B1

B2

R
l
C

Рис. 12 

=++ 2121 MAMAAA  
22

21212211 2 RlMBMBMAMAABAB −=+=+++= .  
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Задача 3. В треугольник со сторонами  вписана окружность. 
Найти расстояния от вершин треугольника до точек касания. 

cba ,,

Решение. □ Пусть p  – полупериметр треугольника. Рассмотрим 
вершину  (см. рис. 13). Отрез-
ки 

A
bc AKAK = , как касатель-

ные, проведенные к окружности 
из одной точки. Аналогично 

ac BKBK =  и ba CKCK = . 
Заметим, что длина ломаной 

.222 aCKBKBCKK aabc =+=
 Тогда  

apapAKAK bc −=
−

==
2

22
. 

Аналогично получаем bpBKBK ac −== , cpCKCK ba −== .  

A
p-c

Kb C

KaKc

B

b

Рис. 13 

Задача 4. На плоскости между двумя концентрическими окружно-
стями радиусов r и R  вписаны четыре круга так, что они попарно ка-
саются друг друга и каждый из них касается обеих концентрических 
окружностей. Найти отношение . rR /

Решение. □ Пусть точки 
−4321 ,,, OOOO  центры 

вписанных кругов (см. рис. 
14). Для любого вписанного 
круга его центр и точки ка-
сания им малого и большого 
кругов и их центры лежат на 
одной прямой. Отсюда сле-
дует, что радиусы вписан-

ных кругов равны 
2

rR −
. 

Так как центры любой пары 
вписанных кругов и точка 
их касания также лежат на 
одной прямой, то четырех-
угольник −4321 OOOO  
ромб. Диагонали ромба пер-

пендикулярны. Следовательно треугольник −32OOO  прямоугольный.  

O

O4

O3

O2O1

r

R-r
2 R-r

2

R-r
2

 
Рис. 14 
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2 3 2 2
R r R rOO OO r − +

= = + = , rROO −=32 . 

Из теоремы Пифагора следует  или 2 2
2 3 2OO OO O O+ = 2

3

2
2

)(
2

2 rRrR
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

. Разделив левую и правую части равенства на 

, получим  2r
2 2

1 2 1R R
r r

⎛ ⎞ ⎛+ = −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

Сделав замену x
r
R
= , получим уравнение 2 6 1x x 0− + = , корнями 

которого являются числа 1,2 3 2 2x = ± , а поскольку rR > , то 

3 2 2R
r
= + .  

Задача 5. Диаметр  параллелен хорде  той же окружности 
(см. рис. 15). Найти длину хорды , если 

CD AB
AB bAC =  и ( )BC a a b= > . 

Решение. □ Дуги, заключенные между параллельными хордами, 
равны. Кроме того, равные дуги стягиваются равными хордами, поэто-
му . bACBD ==

Вписанный угол, опи-
рающийся на диаметр, пря-
мой, следовательно, 

 и треугольник 
 – прямоугольный. По 

теореме Пифагора для тре-
угольника  находим 

°=∠ 90CBD
CBD

CBD
22 baCD += . 

Опустим перпендикуляр BK
прямоугольного треугольника 

CB BDBK
CD
⋅

= , где  – 

тельно, 

,CB BD

22 ba

abBK
+

= . 

 

C
K

b a

O D

M BA

Рис. 15
 из точки B  на . Высоту CD BK  
 можно получить по формуле CBD

катеты, а  – гипотенуза. Следова-CD

87



Пусть  – центр окружности и O ABOM ⊥ . Отрезки двух парал-
лельных прямых, заключенные между двумя параллельными прямыми, 
равны между собой, следовательно . Диаметр, перпендику-
лярный хорде, делит ее пополам, поэтому 

BKOM =
MBAM = . Из прямоуголь-

ного треугольника OMB , в котором , находим  / 2OB CD=
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 24 2

a b a b a bMB OB OM
a b a b

+ −
= − = − =

+ +
. 

Тогда 
22

22

ba

baAB
+

−
= .  

Задача 6. Из точки A проведены две прямые, касающиеся окружно-
сти радиуса r в точках M и N. Найти длину отрезка MN, если расстоя-
ние от точки A до центра окружности равно a. 

Решение: □ По свойству радиуса, проведенного в точку касания, 
OM ⊥ MA , ON ⊥ AN (см. 
рис. 16).  

Треугольники  и 
 – прямоугольные и 

равны по катету (OM = ON 
= r) и гипотенузе OA. Сле-
довательно, ∠OAM = ∠OAN 
и AN = AM. Тогда треуголь-
ник  – равнобедрен-
ный. Так как EA – биссектри-
са, то EA – медиана и высота, 
т.е. ME = EN, AE ⊥ MN.  

OAM
ONA

AMN

Для площади прямо-
угольного треугольника OM  имеем: A

O
r

r E

A

N

M

Рис. 16 

MAOMOAMES ⋅=⋅=
2
1

2
1

, 

откуда, так как 22 raMA −= , OA a=  и OM r= , находим  

22 ra
a
rME −=  и 222 ra

a
rMN −= .  
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§ 2. Углы, связанные с окружностью 
Центральный угол – угол, вершина которого лежит в центре ок-

ружности (см. рис. 17). Величина централь-
ного угла равна величине соответствующей 
дуги (выраженной в радианах или градусах). 

Градусная мера. За угол °=1α  прини-
мается центральный угол, опирающийся на 

дугу, составляющую 
360
1

 часть всей окруж-

ности. Во всей окружности . Величина 
данного угла не зависит от радиуса окружно-
сти. 

°360

о
к
(

α

о

2

д

a

A
B

ABa=

Рис. 17
Радианная мера. За угол 1=α рад. принимается центральный угол, 
пирающийся на дугу данной окружности, длина 
оторой равна радиусу окружности, т.е. Rl =α  
см. рис. 18). Радианная мера данного угла есть 

R
lα= , т.е. безразмерная величина, не зависящая 

т радиуса данной окружности.  

α=1рад

R

R

R

Рис. 18 Угол, опирающийся на всю окружность равен 
π радиан.  
Независимо от выбранной меры, центральный угол измеряется всей 

угой, на которую он опирается.  
Вписанный угол – угол, вершина ко-

торого лежит на окружности, а стороны 
являются хордами (см. рис. 19).  

b
B

A

ABb= 1
2

b

b

aO

Рис. 19 

Теорема 1. Величина вписанного уг-
ла равна половине дуги, заключенной 
внутри угла. 

Значит, все вписанные углы данной 
окружности, опирающиеся на одну дугу, 
равны и составляют половину соответст-
вующего центрального угла, т.е.  

2
αβ = . 

Следствие. Вписанный угол, опирающийся на диаметр, – прямой. 
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Теорема 2. Угол, образованный касательной и хордой, равен по-
ловине дуги, стягиваемой этой хордой (см. рис. 20). 

Примечание: предполагается, что вершина угла является точкой 
касания. 

Доказательство: □ Пусть ис-
комый угол равен β . Проведем ра-
диусы  и . Отрезок  
перпендикулярен касательной, 
поэтому угол  равен 

OA OB OA

BAO 90 β° − . 
Так как треугольник  
равнобедренный (

ABO
OBOA =  как 

радиусы), то ( )180AOB 2 90 2β β∠ = ° − ° − =
AOB

. 
Но угол  является цен-

тральным для окружности, поэтому 

AB∪=β2 . Отсюда получаем, что AB∪=
2
1β .  

B

ABb= 1
2

A

O

Рис. 20 

Теорема 3. Угол (образованный пересекающимися хордами) с 
вершиной внутри окружности равен полусумме соответствующих 
дуг. 

Доказательство: □ Пусть хорды  и AC BD  пересекаются в точке 
K  (см. рис. 21). Угол равен 
углу  (как вертикальные). Про-
ведем хорду . Тогда в  
угол  равен половине дуги , 
а угол  – половине дуги . 

AKB
DKC

AB AKB
BC

ABD AD

°
AB

BAC

Так как сумма углов в треуголь-
нике равна 180 , то  

180 K BAKβ = ° −∠ −∠ =

( )180 AD BC∪ +∪
1
2

° −

AB+b= 1
2 CD)(

D

C

B

A

K

Рис. 21 
.  

Следовательно,  
( )BC AB CD= ∪ +∪2 360 ADβ = ° − ∪ +∪ . 

( )CDAB ∪+∪
2
1

=β .  Значит 

Теорема 4. Угол, образованный секущими к окружности, с вер-
шиной вне окружности равен полуразности соответствующих дуг. 
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Доказательство: □ Проведем хорду  (см. рис. 22). Тогда угол 
 равен половине гра-

дусной меры дуги (как 
вписанный угол), а угол 

 равен половине гра-
дусной меры дуги . Рас-
смотрим треугольник . 
Для него угол  являет-
ся и равен сумме углов 

 и .  

CB
ACB

AB

CBD
CD

MCB
ACB

CMB CBM

A

C

B
D

AB -b= 1
2 CD)(M

Рис. 22 Выразим угол CMB :  

ACB CBMβ = ∠ −∠ =
1 ( )
2

AB CD∪ −∪ .  

Задача 1. Окружность проходит через вершины B ,  и C D  трапе-
ции  и касается стороны  в точке ABCD AB B  (см. рис. 23). Найти 
длину диагонали BD , если длины оснований трапеции равны  и b . a

Решение. □ Угол между 
касательной  и хордой AB
BD , как и вписанный угол 
BCD , измеряются полови-
ной угловой величины дуги 
BD , и, следовательно, они 
равны. Основания трапеции 
параллельны, поэтому 

BDACBD ∠=∠ . Таким 
образом, треугольники 

 и ABD BCD  имеют по два 
равных угла и, следовательно, подобны. Из подобия получаем  

A D

CB

 
Рис. 23 

BD
BC

AD
BD

= , 

откуда получаем  и  BCADBD ⋅=2

abBCADBD =⋅= .  
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§ 3. Метрические соотношения в круге 
1. Теорема (о секущих):  Если через точку M  вне окружности 

провести две секущие, то произведения длин секущих на их внешние 
части будут равны:  MDMCMBMA ⋅=⋅ . 

Доказательство: □  Проведем хорды  и  (см. рис. 24). Рас-
смотрим треугольники 

AD CB
MBC  и 

MAD. Эти треугольники подобны по 
двум углам: M∠  – общий, а 

ADMMBC ∠=∠ , как вписанные и 
опирающиеся на одну дугу. Из подо-
бия запишем отношение сторон 

A
C

B

M

D

Рис. 24 MB
MD

MC
MA

= , 

из которого следует доказываемое равенство 

MDMCMBMA ⋅=⋅ .  

2. Теорема (о секущей и касательной): Если через точку M  вне 
окружности провести секущую и касательную, то произведение 
длины секущей на ее внешнюю часть будет равно квадрату длины 
касательной:  2MKMBMA =⋅ . 

Доказательство: □  Проведем 
хорды  и  (см. рис. 25). Рас-
смотрим треугольники 

KA KB
MKA  и 

MKB . Эти треугольники подобны 
по двум углам: M∠  – общий, а 

MBKMKA ∠=∠ , так как оба угла 
равны половине градусной меры 
дуги AK  ( MKA∠  – угол между 
хордой  и касательной AK MK , а 

ABKMBK ∠=∠ – вписанный, 
A

B

M
K

Рис. 25
опирающийся на дугу AK ). Из подобия треугольников получаем 
отношение сторон  

MB
MK

MK
MA

= , 

из которого следует доказываемое равенство MBMAMK ⋅=2 .  
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3. Теорема (о хордах): Если через точку M  внутри окружно-
сти провести две хорды  и , то произведения отрезков этих 
хорд будут равны:    

AB CD
MCDMMBAM ⋅=⋅ .  

Доказательство. □ Проведем хорды  и  (см. рис. 26). Рас-
смотрим треугольники MBC и MAD. Эти треугольники подобны по 

двум углам: 

AD CB

BMCAMD ∠=∠  как верти-
кальные, а MBCMDA ∠=∠ , так как они 
равны углам, вписанным и опирающимся 
на одну дугу ( MDA CDA∠ =∠ , 

MBC ABC∠ =∠ ). Из подобия запишем 
отношение сторон: 

MB
DM

MC
AM

=  

или, преобразовав, получим доказываемое 

с

с

Т

о

л

C

B

M

A

D

Рис. 26
 равенство  

MCDMMBAM ⋅=⋅ .  

Задача 1. Из точки M  проведена секущая MB  окружности, радиу-
а r, проходящая через ее центр, и касательная MA, причем 

2MB M= A . Найти расстояние от центра окружности до точки M. 

Решение: □ Пусть OM x=  (см. рис. 27), тогда BM x r= +  и 

. По условию CM x r= − ( )rxBMMA +==
2
1

2
.  

По теореме о касательной и 
екущей:  

MBMCMA ⋅=2 . 

A

B
огда  

( ) ( rxrx −=+ 2

4
1 )( )rx + , 

ткуда, сокращая на ( )rx + , по-

учаем ( ) rxrx −=+
4
1

.  

Следовательно, rx
3
5

= .  

M С O

Рис. 27 
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Задача 2. Через точку M, удаленную от центра окружности на рас-
стояние b, проведена секущая MA так, что она делится окружностью 
пополам MB BA= . Определить длину секущей MA, если радиус ок-
ружности равен r. 

Решение: □ Проведем се-
кущую MC через центр окруж-
ности (см. рис. 28). По теореме 
о секущих, проведенных из 
одной точки к окружности, 
имеем:  

MCMDMBMA ⋅=⋅  (*), 

т.к. оба этих произведения рав-
ны квадрату длины касательной, проведенной из точки M к этой же ок-
ружности. По условию OM b= , поэтому ,MC b r= +  MD b r= − .  

A
B

M O
D

Рис. 28 

Пусть MA x= , тогда / 2MB x= . Подставляя в формулу (*), полу-

чаем ( )( rbrbxx −+=⋅
2

) . Следовательно, 2 22( )x b r= − .  

Задача 3. Две окружности внутренне касаются в точке Q. Прямая, 
проходящая через центр O  меньшей окружности, пересекает большую 
окружность в точках A и D, а меньшую – в точках B и С. Найти отно-
шение радиусов этих окружностей, если 

1

: : 2 : 4 :3AB BC CD = . 
Решение. □ Пусть R и r – соответст-

венно радиусы большей и меньшей ок-
ружностей (см. рис. 29), тогда BC = 2r и 
из заданной пропорции AB

Q

A
B

D

O
P O1

Рис. 29 

r= , а 
. Проведем диаметр PQ. Точка 

касания окружностей  и их центры, т.е. 

точки  и  лежат на одной прямой 
QP. По свойству пересекающихся хорд 
имеем: 

1,5CD r=
Q

O 1O

DOAOPOQO 1111 ⋅=⋅ .  
Учитывая, что rRPO −= 21 , rBABOAO 211 =+=  и 

, получаем,  1 1 2,5O D CD CO r= + =

( ) 252 rrrR =⋅−  или 3=
r
R

.  
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Задача 4. Около квадрата со стороной 10 см описана окружность, и 
в один из образовавшихся сегментов вписан квадрат. Найти длину сто-
роны этого квадрата. 

Решение. □ Пусть длина стороны 
квадрата  равна KLMN x  (см. рис. 30). 
Через сторону  проведем хорду KN KP  и 
воспользуемся теоремой о пересекающихся 
хордах NPKNNCBN ⋅=⋅ .  (1) 

Проведем радиус, перпендикулярный 
хордам  и . Он разделит их попо-
лам. Точка Q  середина  и . То-
гда 

KL BC
− NM BC

5 / 2,BN x= − 5 / 2 NC x= + . Хорда 
KP  разбита на отрезки ,xKN =  

10NP = + x . Подставляя найденные значения в (1), получим уравнение 

( )( )5 / 2 5 / 2 (10 )

A

C

O

P
x D

M
LK

N
B

Q
x

 
Рис. 30 

x x x− + x= −  или , корнями которо-

го являются числа 

02082 =−+ xx
2,10 21 =−= xx . Следовательно, длина стороны 

квадрата  равна 2 см.  KLMN

Задача 5. Через вершины  и A B  пря-
моугольного  (угол C  – прямой) про-
ведена окружность, касающаяся стороны 

 и пересекающая продолжение стороны 

ABC

AC
BC  в точке D . Найти ее радиус, если из-
вестно, что  см и CD3AB = 3,2=  см. 

ч
к

п

C B D
K

A
O

Рис. 31

Решение. □ Обозначим искомый радиус 

ерез R . Из точки O  опустим на продолжение стороны CD  перпенди-
уляр  (см. рис. 31). Тогда OK CK AO R= = , KD CD R= − .  

Так как BOD  – равнобедренный, то BK KD= . Тогда 
 или 2CB CD KD= − 3,2 2(3,2 ) 2 3,2CB R R= − − = − . Отсюда 
.  0,5 1,6R CB= ⋅ +

Найдем . Из теоремы Пифагора для  получим 
. Из теоремы о касательной  и секущей , 

роведенных к окружности из одной точки, . Тогда 
, или . Отсюда, учитывая, что 

, получаем 

CB CAB
222 CBABCA −= CA CD

CDCBCA ⋅=2

CDCBCBAB ⋅=− 22 2,39 2 ⋅=− CBCB
0>CB 1,8CB = . Следовательно, 5,26,19,0 =+=R .  
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§ 4. Вписанные в окружность и описанные четырех-
угольники 

Описанные четырехугольники 
Четырехугольник называется описанным, если существует окруж-

ность, касающаяся всех его сторон. Такая окруж-
ность называется вписанной. 
Теорема. В четырехугольник  можно 
вписать окружность тогда и только тогда, 
когда суммы противоположных сторон четы-
рехугольника равны друг другу, т.е.  (см. рис. 32) 

ABCD

ADBCCDAB +=+ . 
Следствие. В любой ромб можно вписать ок-

ружность. 
Полезные факты: 

Центр окружности вписанной в 
четырехугольник, лежит в точке пере-
сечения биссектрис всех внутренних 
углов данного четырехугольника. 

Если в четырехугольник вписана 
окружность, то суммы углов между 
парами отрезков, направленных из 
центра окружности к концам проти-
воположных сторон четырехугольни-
ка равны 180° (см. рис. 33), т.е.  

=+=+ °180δβγα . 
Если в трапецию вписана окружнос

центр окружности с концами боковой с
лярны.  

Если в трапецию вписана окруж-
ность и −qpnm ,,,  длины отрезков 
от точек касания до вершин (см. рис. 
34), то для вычисления радиуса ок-
ружности можно использовать фор-
мулы: pqmnr == . 

Площадь описанного четырех-
угольника может быть вычислена по фор

prS =
где −p  полупериметр четырехугольника
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α
δ
γ

β

A

C

D

B

 
Рис. 33
D

C

A

B

Рис. 32 
ть, то отрезки, соединяющие 
тороны трапеции, перпендику-

м

A

n

m

q

p

O

D

L

CB

K r

r

Рис. 34
уле: 
, 
, −r  радиус окружности. 



Если выпуклый четырехугольник имеет ось симметрии, проходя-
щую через одну из его вершин, то в этот четырехугольник можно впи-
сать окружность. 

Вписанные четырехугольники 
Четырехугольник называется вписанным, если существует окруж-

ность, проходящая через все его вершины. Такая окружность называет-
ся описанной. 

Теорема. Около четырехугольника 
 можно описать окружность в том 

и только том случае, если суммы противо-
положных углов четырехугольника равны 
друг другу, т.е.  (см. рис 35) 

ABCD

O

D

C
A

B

 
Рис. 35 

=∠+∠ CA °=∠+∠ 180DB . 
Следствие. Около любого прямо-

угольника, любой равнобедренной трапеции 
можно описать окружность. 

Площадь вписанного четырехугольника 
может быть вычислена по формуле:  

))()()(( dpcpbpapS −−−−= , 
где стороны, а −dcba ,,, −p  полупериметр четырехугольника. 

Примечание. Приведенная формула не справедлива (!) для произ-
вольного четырехугольника. 

A M
n O

q
m

p

D

C
B

Рис. 36 

При диагональном разбиении вписанного 
четырехугольника образуется четыре пары рав-
ных углов (см. рис. 36): 

,, ACDABDBDABCA ∠=∠∠=∠  
., BDCBADDACDBC ∠=∠∠=∠  

Произведения длин отрезков, на которые 
каждая диагональ вписанного четырехугольни-
ка разбивается точкой пересечения диагоналей, 
равны pqmn =  (см. рис. 36). 

Признаки вписанного четырехугольника. 

(а) если при диагональном разбиении четырехугольника равны ка-
кие-нибудь два угла, опирающиеся на одну сторону, то этот четырех-
угольник – вписанный; 
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(б) если произведения длин отрезков, на которые каждая диагональ 
четырехугольника разбивается точкой пересечения диагоналей, равны, 
то этот четырехугольник – вписанный; 

(в) если сумма противоположных углов четырехугольника равна 
, то этот четырехугольник – вписанный. °180

Для четырехугольника , вписанного в окружность справед-
ливы следующие теоремы: 

ABCD

Теорема Птолемея. В выпуклом четырехугольнике, вписанном 
в окружность, произведение диагоналей равно сумме произведений 
противоположных сторон: 

ADBCCDABBDAC ⋅+⋅=⋅ . 

Доказательство. □  Проведем отрезок  так, чтобы угол AM BAM  
был равен углу  (см. рис. 37). Тогда треугольник подобен 
треугольнику  по двум углам: 

CAD ABM
ACD CADBAM ∠=∠  по построению, 

 как вписанные углы, опирающиеся на дугу . Из 

подобия треугольников следует отношение: 

DBADCA ∠=∠ AD

CD
BM

AC
AB

= .  

Выразим 
AC

CDABBM ⋅
= . 

Рассмотрим треугольники  и . Они подобны по двум 
углам: 

ABC ADM
ADB ACB∠ =∠  как вписанные уг-

лы, опирающиеся на дугу , AB
 =∠+∠=∠ CAMDACDAM  

= CABCAMBAM ∠=∠+∠ . Из подобия 
треугольников следует равенство:  

AC
AD

BC
DM

= . 

Выразим 
AC

ADBCDM ⋅
= . Тогда  

AC
ADBC

AC
CDABMDBMBD ⋅

+
⋅

=+= . 

A
B

CD

M

Рис. 37 

Откуда, умножая обе части равенства на , получаем:  AC

ADBCCDABBDAC ⋅+⋅=⋅ .  
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Теорема Стюарта. В выпуклом четырехугольнике, вписанном в 
окружность справедливо соотношение: 

( ) ( )CDBCADABBDDCADBCABAC ⋅+⋅⋅=⋅+⋅⋅ . 
Доказательство. □ Площадь четырехугольника  (см. рис. 

37) равна  
ABCD

ABCD ABC ADCS S S= + . Пусть R  – радиус описанной окруж-
ности. Выражая площади треугольников через радиус описанной ок-
ружности, получим  

=
⋅⋅

+
⋅⋅

=
R

ACDCAD
R

ACBCABS ABCD 44
( )DCADBCAB

R
AC

⋅+⋅
4

. 

С другой стороны, площадь четырехугольника  можно вы-
разить как  

ABCD
ABCD BCD ABDS S S= + =  

R
ADBDAB

R
BDCDBC

44
⋅⋅

+
⋅⋅

= ( )ADABCDBC
R

BD
⋅+⋅=

4
. 

Приравнивая эти выражения для площади и умножая равенство на 
R4 , получаем искомое равенство:  

( ) ( CDBCADABBDDCADBCABAC )⋅+⋅⋅=⋅+⋅⋅ .  
Задача 1. Средняя линия равнобочной трапеции, описанной около 

круга, равна 170. Определить радиус круга, если известно, что нижнее 
основание больше верхнего на 160. 

A H D

B C

 
Рис. 38 

Решение. □ Пусть AD = а – нижнее 
основание трапеции, BC = b – верхнее 
(см. рис. 38). В силу свойства средней 

линии трапеции 170
2

=
+ ba

. Кроме того, 

по условию 160=− ba . Получаем: 
, . По свойству трапеции, 

описанной около круга, имеем: 
250a = 90b =

BCADCDAB +=+ . 
Так как трапеция равнобочная, то AB CD= , 2 340AB = , 170AB = .  

Проведем высоту трапеции BH . Тогда RBH 2= , 

80
2

=
−

=
baAH . По теореме Пифагора для треугольника ABH :  

  или ;222 AHABBH −= 2222 1022580170 ⋅=−=BH 150=BH . 

Так как RBH 2= , то 75=R .  
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Задача 2. Прямоугольная трапеция описана около окружности. 
Найти радиус этой окружности, если длины оснований трапеции равны 
a и b. 

A K D

CB

b

a

 
Рис. 39 

Решение: □ Пусть r – радиус ок-
ружности, вписанной в трапецию 
ABCD (см. рис. 39). Так как трапеция 
прямоугольная, то rAB 2= . Так как 
трапеция описана около окружности, то 

ADBCCDAB +=+ . Тогда  

baCDr +=+2 ba 2 и CD r−+= . 

Пусть CK AD⊥ , тогда 
 и rABCK 2== abKD −= .  

По теореме Пифагора для треугольника  имеем: CKD
222 KDCKCD +=  или ( ) ( )222 42 barrba −+=−+ . 

Отсюда находим  

ba
abr
+

= .  

Задача 3. В четырехугольнике ABCD известны ∠ CBD = 58°,  
∠ ABD = 44° и ∠ ADC = 78°.  Найти ∠ CAD . 

44

58

78

A

D

C
B

?

Рис. 40 

Решение.  Так как (см. рис. 40) 
∠ABC = ∠ ABD + ∠ CBD = 102° 
и ∠ ADC = 78°, то ∠ ABC + 
∠ADC = 180°. Следовательно, су-
ществует окружность, описанная 
около ABCD. Тогда  

∠ CAD = ∠ CBD = 58° 
как вписанные углы, опирающиеся 
на одну дугу окружности.   
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§ 5. Длина окружности. Площадь круга и его частей  
Длина окружности – число, к которому стремится периметр пра-

вильного вписанного (или описанного) n-угольника при ∞→n . 
Формула длины окружности: RC π2= , где R – радиус окружно-

сти, π – постоянная, не зависящая от окружности. 
Число π  иррациональное, оно выражается в виде бесконечной де-

сятичной непериодической дроби следующим образом: ...14159,3=π . 
Площадь круга – число, к которому стремится площадь правильно-

го вписанного (или описанного) n-угольника при ∞→n . 
Формула площади круга: , где R – радиус. 2RS π=

Длина дуги: RxRl
180
πα == , где R  – радиус окружности, α  – 

центральный угол в радианах, содержащий x  градусов. 

Формулы площади: сектора: 22

3602
1 RxRS πα == ; 

сегмента: )sin(
2
1 2 αα −= RS . 

Площадь кольца, образованного двумя концентрическими окруж-
ностями радиусов  и  ( ), вычисляется как разность пло-

щадей этих кругов:   . 
1R 2R 12 RR >

)( 2
1

2
2 RRS −= π

Задача 1. Радиус сектора равен R , а его площадь равна . Опре-
делить величину центрального угла. 

Q

Решение.  Пусть величина центрального угла равна . °x
Из формулы для площади сектора и длины его дуги, получим  

°
°

⋅=
1802

1 RxRQ π
, откуда °⋅=° 1802

2R
Qx

π
.  

Задача 2. Найти площадь круга, если площадь вписанного в него 
квадрата равна Q . 

Решение. □  Площадь квадрата выражается через диагональ форму-

лой  2

2
1 dQ = . Тогда Qd 2= , но QdR 22 == . Следовательно, 

площадь круга 
2

2 QRS ππ == .  
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Глава 5. Многоугольники 
§ 1. Основные понятия 

Многоугольник (n-угольник) – фигура, состоящая из замкнутой ло-
маной ( ) без самопересечений и части плоскости, огра-
ниченной этой ломаной. 

121 AAAA n…

Многоугольник вы-
пуклый, если для каждой 
его стороны он располо-
жен по одну сторону от 
прямой, проведенной че-
рез эту сторону.  

На рисунках 1а и 1б 
изображены соответст-
венно невыпуклый и вы-
пуклый многоугольники. 

Два многоугольника называются равными, если
тить наложением. 

Рис. 1а 

Диагоналями многоугольника называются отр
две вершины многоугольника, не принадлежащие 
Число диагоналей  для любого n-угольника опредN

2
)3( −

=
nnN . 

Периметр многоугольника – сумма длин всех е
Теорема (о сумме углов многоугольника). Сум

лов выпуклого n-угольника равна , или )2(180 −° n π
Примечание. Утверждение верно и для невып

ника, если допускать углы, большие или равные 180
Углы, смежные с внутренними углами многоуго

его внешними углами, т.е. внешний угол многоуго
образованный стороной многоугольника и продолже
роны. 

Сумма внешних углов выпуклого n-угольника р
радиан. 

Многоугольник называется вписанным в окруж
вершины лежат на этой окружности. Такая окружно
санной около многоугольника. 

Многоугольник называется описанным около 
все его стороны касаются этой окружности. Такая 
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Рис. 1б
 их можно совмес-

езки, соединяющие 
одной его стороне. 
еляется по формуле 

го сторон. 
ма внутренних уг-

)2( −n  радиан. 
уклого многоуголь-

. °
льника, называются 
льника – это угол, 
нием соседней сто-

авна , или °360 π2  

ность, если все его 
сть называется опи-

окружности, если 
окружность называ-



ется вписанной в многоугольник. 
Не во всякий многоугольник можно вписать и вокруг него описать 

окружность. 
Если биссектрисы всех углов многоугольника пересекаются в одной 

точке , то в него можно вписать окружность. Точка O  будет центром 
этой окружности. Радиус вписанной окружности выражается формулой:  

O

P
Sr 2

= , 

где  и S P  – соответственно площадь и периметр многоугольника. 
Если перпендикуляры, восстановленные к серединам всех сторон 

многоугольника, пересекаются в одной точке , то вокруг него можно 
описать окружность и ее центром будет точка . 

1O

1O

Задача 1. Доказать, что в выпуклом четырехугольнике угол между 
биссектрисами двух прилежащих углов равен полусумме двух других 
углов. 

Решение. □ Пусть биссектрисы 
углов  и A B , прилежащих к сто-
роне , пересекаются в точке 

 (см. рис. 2). Поскольку в 
четырехугольнике  

AB
N

ABCD
A

N

D

C

B

Рис. 2 

∠+∠+∠ °=∠+ 360DCBA , 

то в треугольнике : ANB

=
∠+∠

−°=∠
2

180
BA

ANB  

=
∠+∠−°

−°=
2

)(360
180

DC
 

,
2

DC ∠+∠
= что и требовалось доказать.  

Задача 2. Могут ли длины сторон четырехугольника относиться как 
5:7:11:25? 

Решение. □ Четырехугольника с данным отношением сторон не су-
ществует, так как при любой единице измерения  получаем, что сум-m
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ма трех его сторон  меньше четвертой стороны . По-
этому рассматриваемая ломаная линия, которой является четырехуголь-
ник, не может быть замкнутой.  

mmm 11,7,5 m25

§ 2. Выпуклые четырехугольники 
Площадь любого четырехугольника вы-

ражается формулой 

ϕsin
2
1

21ddS = , 

где  и  – диагонали, а 1d 2d ϕ  – угол между 
ними (см. рис. 3). 

Приведем несколько полезных фактов 
(см. рис. 4). 

d1

d2 j

Рис. 3 

1. Середины сторон произвольного четырехугольника являются 
вершинами некоторого парал-
лелограмма. 

2. Стороны этого паралле-
лограмма параллельны соот-
ветствующим диагоналям че-
тырехугольника.  

3. Отрезки прямых, соеди-
няющие середины противопо-
ложных сторон четырехуголь-

н

с
с

т

в
о

A

K

B
L

C

M

D
N

E

 
Рис. 4
ника, в точке своего пересече-
ия делятся пополам. 

4. Сумма квадратов диагоналей четырехугольника равна удвоенной 
умме квадратов отрезков, соединяющих середины противоположных 
торон. 

Задача 1. Доказать, что площадь выпуклого четырехугольника 

 можно вычислить по формуле ABCD ,
2
1

OF
CEBKADS ⋅

⋅=  где 

сторона, −AD −OFCEBK ,, перпендикуляры, опущенные на нее из 
очек  и точки O пересечения диагоналей. CB,
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Решение. □ Треугольники  и  имеют одно и то же осно-
ание , а треугольники  и 

CAD OAD
AD BAC −BAO  одну и ту же высоту, 

пущенную из вершины B  (см. рис. 5). Отсюда 



щенную из вершины B  (см. рис. 5). Отсюда 
CAD BAC

OAD BAO

S SCE AC
OF S AO S

= = =+ +

+ +

 

A
F

E D

O

CB

K

Рис. 5 

(равенство 
AO
AC

OF
CE

=  следует из 

подобия треугольников  и 
). Составив производную про-

порцию, получим 

ACE
AOF

CAD BAC

OAD BAO

S S
S S

+
=

+
+ +

+ +

CE
OF

, 

т.е. ABCD

DAB

S CE
S O

=
+ F

. Тогда 
1
2ABCD DAB

CE BK CES S AD
OF OF

⋅
= = ⋅ ⋅+ , что и 

требовалось доказать.  

Задача 2. Доказать, что во всяком четырехугольнике сумма квадра-
тов диагоналей равна удвоенной сумме квадратов отрезков, соединяю-
щих середины противоположных сторон. 

Решение. □ Пусть  и LKN ,, M  – середины сторон  
и  произвольного четырехугольника  (см. рис. 4). Четырех-
угольник 

BCABAD ,,
CD ABCD

−KLNM  параллелограмм. Проведем в нем диагонали  и 
, являющиеся одновременно отрезками, соединяющими середины 

противоположных сторон четырехугольника . Поскольку  – 
средняя линия в + , то 

KM
LN

ABCD KL
ABC KLAC 2=  и  . (1) 22 4 KLAC =

Аналогично . (2) 22 4 KNBD =
Сложив по частям (1) и (2), получаем: 

2 2 24 ( )AC BD KL KN+ = + 2

2

.  

Для параллелограмма  справедливо равенство (сумма квад-
ратов длин диагоналей равна сумме квадратов сторон (см. теорему 7 
стр. 106)). Поэтому: 

KLNM

2 2 22 ( )AC BD NL KM+ = + , 

что и требовалось доказать.  
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§ 3. Параллелограмм 
Параллелограмм – четырехугольник, у которого противоположные 

стороны параллельны друг другу.  
Свойства параллелограмма: 

(1) Противоположные углы параллело-
грамма равны друг другу: 

DBCA ∠=∠∠=∠ ,  (см. рис. 6).  
(2) Сумма углов параллелограмма, 
прилежащих к одной стороне, равна 

 (°180 °=∠+∠  и т.д.) (см. 
рис. 6).  

180BA

(3) Диагональ параллелограмма разби-
вает его на два равных треугольника: ,ABC CDA=  

(см. рис. 7). ABD BDC=

A

B C

D
Рис. 6 

(4) Противоположные стороны 
параллелограмма равны друг другу: 

,CDAB =  BCAD =  (см. рис. 7). 
(5) Диагонали параллелограмма 

делятся точкой пересечения пополам  
OCAO = BO, OD=  (см. рис. 7). 

(6) Точка пересечения диагоналей
центром симметрии. 

(7) Теорема. Сумма квадратов 
равна сумме квадратов его сторон. 

ем  2 2 2
1 2 cosd a b ab .α= + +  

A

β = π − α α

d2

d1

D

B a

bb

a
Рис. 8 

Сложив квадраты длин диагоналей полу
22

2
2
1 2  add =+

 106
A

O

D

CB

Рис. 7
 параллелограмма является его 

диагоналей параллелограмма 

Доказательство. □  
Воспользуемся теоремой 
косинусов для треуголь-
ников BCD  и : ABC

2 2 2
2 2 cosd a b ab α= + − , 
2 2 2
1 2 cosd a b ab β= + − .  

Учитывая, что (см. рис. 8) 
BCDABC ∠−=∠ π  и 

αβ coscos −= , получа-

C

 

чим доказываемое равенство: 
22b+ .  



Признаки параллелограмма.  
Четырехугольник является параллелограммом в каждом из следую-

щих случаев: 
(1) если противоположные стороны равны друг другу 

( BCADCDAB == , ); 
(2) если какая-либо пара противоположных сторон представляет со-

бой равные и параллельные отрезки ( ); CDABCDAB ||,=
(3) если противоположные углы четырехугольника равны 

( DBCA ∠=∠∠=∠ , ); 
(4) если диагонали четырехугольника делятся точкой пересечения 

пополам. 
Формулы площади параллелог-

рамма: 

a

hb

α

ahS = , где  – основание,  – вы-
сота; 

a h

αsinabS = , где  и  – стороны, a b
α  – угол между ними. 

      Рис. 9  

Задача 1. Построить параллелограмм по его сторонам и высоте.  
Решение. □ Пусть даны стороны параллелограмма  и его высота 

. На произвольной прямой  от произвольно взятой на ней точки  
отложим отрезок 

ba,
ah l A

aAD = . На расстоянии  от прямой l  проведем  ah

A

bb

a D

CBB1

ha

l

m

 
                                                 Рис. 10 

прямую . Из точки , как из центра, радиусом lm || A bAB =  проведем 
дугу до пересечения с прямой . От точки m B  на прямой  отложим 
отрезок . Соединим точки  и точки  (см. рис. 10). 

m
aBC = BA, CD,
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Фигура  – параллелограмм. Задача имеет два решения. От-
метим, что в частном случае 

ABCD
bha =  фигура  – прямоугольник, а 

при  получим ромб. Если же , то задача решений не 

имеет.  

ABCD

ahba >= bha >

Задача 2. Построить параллелограмм по его диагоналям  и 
одной из сторон, например а. 

21 , dd

Решение. (1-й способ). □ По трем сторонам ,21 aAD =  ,1dAC =   

A a D

CB

D1

d2

d2

d1

a

O

                                               Рис. 11. 

21 dCD = строим треугольник  (см. рис. 11). Через середины 
отрезков  и  –  точки O  и 

1ACD
AC 1AD D  проводим прямую и на ней отме-

тим точку B  такую, что ODBO = . Фигура  – искомый  
параллелограмм.  

ABCD

(2-й способ) □ По трем сторонам 21 2
1,

2
1, dBOdAOaAB ===  

строим треугольник , стороны которого  и OB  продолжим за 
точку  на отрезки, равные соответственно 

AOB AO
O AOOC =  и BOOD =  

(см. рис. 11). Последовательно соединяем точки . Фигура 
 – искомый параллелограмм. Рисунок выполните самостоятель-

но.  

DCBA ,,,
ABCD

Задача 3. На стороне  параллелограмма  площадью 1 
взята точка 

BC ABCD
M  так, что 3:2: =MCBM . Отрезок DM  пересекает 

диагональ  в точкеAC K . Найти площадь треугольника AMK . 

Решение. □ Найдем сначала площадь треугольника  (см. рис. 
12). Так как 

AMC
3:2: =MCBM , то и :ABM AMCS S 2 :3=  и, поскольку  
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0,ABM AMC ABCS S S 5+ = = , 
то 3 / 5 0AMC ABCS S ,3= = . 

Обозначим через  длину 
отрезка 

a2
BM . Тогда aMC 3=  

и aBCAD 5== . Треугольни-
ки  и  подобны, и 
коэффициент подобия равен 

AKD CKM

5/ 3AD MC a: 5 :3a= = . Сле-
довательно, : 5AK KC / 3= . Отсюда :AKM KMCS S 5 :3= . Тогда  

A

K

D

CMB

Рис. 12 

5 5 3
8 8 10AKM AMCS S= ⋅ = ⋅ =

3
16

.  

Задача 4. В параллелограмме со сторонами  и  и углом a b α  про-
ведены биссектрисы четырех углов. Найти площадь четырехугольника, 
ограниченного биссектрисами.  

Решение. □ Прежде всего заметим, что  – параллелограмм 
(см. рис. 13), поскольку бис-
сектрисы противоположных 
углов параллелограмма па-
раллельны. Следовательно, 
нам достаточно найти сторо-
ны  и , и угол 

. 

MNPQ

MN MQ
QMN
A

N

D

C
M

B

Q P

Рис. 13
 Найдем угол QMN .  
Отметим, что / 2BAM α∠ = , / 2 (180 ) / 2ABM ABC α∠ = ∠ = ° − , 

и, наконец, =∠−∠−°=∠=∠ ABMBAMQMNAMB 180  
180 / 2 (180 ) / 2 90α α= ° − − ° − = ° , т.е.  – прямоугольник.  MNPQ
Для определения сторон  и  находим последовательно MN MQ

sin( / 2)BQ a α=  (из прямоугольного BCQ ), sin( / 2)BM b α=  и 
cos( / 2)AM b α=  (из прямоугольного BMA ), cos( / 2)AN a α=  (из 

прямоугольного NAD ).  
Тогда ( )sin( / 2MQ BQ BM a b )α= − = − . 
Аналогично находим ( )cos( / 2MN AN AM a b )α= − = − .  

Следовательно, αsin)(
2
1 2baS −= .  
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§ 3. Ромб. Прямоугольник. Квадрат 
Ромб 

Ромб – четырехугольник, у которого все стороны равны. Ромб – ча-
стный случай параллелограмма. 

Свойства ромба: 
(1) Диагонали ромба перпендикулярны 

друг другу. 
(2) Диагонали ромба являются биссек-

трисами его внутренних углов. 
(3) Диагонали ромба являются его  

           Рис. 14                    осями симметрии. 
                                                  (4) В ромб можно вписать окружность. 

 

Формулы площади ромба: 

ahddaS === 21
2

2
1sinα . 

                 Рис. 15 

a

a
a

d1

d2
h

Задача. Периметр ромба равен , сумма диагоналей равна . 
Найти площадь ромба. 

p2 m

Решение. □ Пусть диагонали ромба равны x  и . Тогда для опре-
деления площади ромба достаточно найти произведение 

y
xy . Сторона 

ромба равна 
4
p

. Используя теорему Пифагора, получим  

2 2

2 2 2

2x y p⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

С учетом условия задачи ( myx =+ ), получаем систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,

222 pyx
myx

 

Возводя обе части первого уравнения системы в квадрат и вычитая 

из них соответствующие части второго, получим 
2

22 pmxy −
= . Тогда  

42
1 22 pmxyS −

== .  
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Прямоугольник 
Прямоугольник – четырехугольник, у которого все углы прямые. 

Прямоугольник – частный случай параллелограмма. 

Свойства прямоугольника: 
(1) Диагонали прямоугольника равны 

друг другу. 
(2) Серединные перпендикуляры к 

сторонам прямоугольника являются его 
осями симметрии. 

(3) Около прямоугольника всегда 
можно описать окружность. 

             Рис. 16  

Формула площади прямоугольника: abS = , где  и  – стороны. a b

Квадрат 
Квадрат – четырехугольник, у которого все стороны и все углы 

равны друг другу (т.е. квадрат – это правильный четырехугольник).  
Квадрат – четырехугольник, который одновременно является пря-

моугольником и ромбом, поэтому он обладает всеми их свойствами. 
Квадрат имеет четыре оси симметрии: две диагонали и два середин-

ных перпендикуляра к сторонам. 

Формулы площади квадрата: 
2

2
2 daS == , где  – соответст-

венно сторона и диагональ квадрата.  

da,

Длины диагонали и стороны квадрата связаны формулой 2ad = . 

Задача 1. В квадрат  вписан другой квадрат , так что 
вершины его лежат на сторонах первого квадрата, а стороны составляют 
со сторонами первого квадрата углы по . Какую часть площади 

данного квадрата составляет площадь вписанного? 

ABCD KLMN

°30

A L

C
MB

N

D

K

Рис. 17 

Решение. □  Пусть сторона квадрата равна . 
Отметим, что (см. рис. 17) 

a

AKL LND= = MNC KBM=  

(по равным гипотенузам и острым углам), поэтому 
BMNCLDAK ===  и NDMCBKAL === . 
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Но 
2

3,
2

KLAKKLAL == и  

2
)31(

22
3

2
3 +

=+=+=+=
KLKLKLALKLKBAKAB . 

Следовательно 
2

32
2

31
22 +
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

KL
AB

S
S

KLMN

ABCD .  

Задача 2. На сторонах  и квадрата  взяты соот-
ветственно точки и 

BCAB, AD ABCD
NM , K −M. Причем точка середина стороны 

,  и AB NCBN =2 KADK =2 . Найти синус угла между прямыми 
 и . MC NK

Решение. □ Пусть сторона квадрата равна . Тогда (см. рис. 18) a

2
aMBAM == , 

3
aBN = , 

3
2aNC = , 

3
aKD =  и 

3
2aAK = .  

Площади прямоугольных треугольников  
2

12MBN
aS = , 

2

6AMK CKD
aS S= = . 

2 2
2

( )

5 7 .
12 12

MNCK ABCD AMK CKD MBNS S S S S

a aa

= − + +

= − =

=
   (1) 

−O  точка пересечения диагоналей  и  четырехугольника 
. Его площадь можно вычислить по формуле  

MC NK
MNCK

.sin
2
1 MOKNKMCS MNCK ∠⋅=  (2) 

A

O

K D

CNB

M

Рис. 18 

Найдем длины диагоналей четырех-
угольника   MNCK

2
522 aBC =+BMMC = , 

3
10) 22 aABBN =+−( AKNK = . 
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Подставляя полученные значения в (2) и приравнивая к значению пло-

щади в (1), получим: ,
12

7sin
12
25 22 aMOKa

=∠ откуда 

.
10

27sin =∠MOK  

Задача 3. В ромб с острым углом  вписан круг, а в круг – квад-
рат. Найти отношение пло-
щади ромба к площади квад-
рата. 

°30

Решение. □ Центр впи-
санной в ромб окружности 
лежит в точке пересечения 
его диагоналей. Пусть радиус 
окружности  ROK =  (см. 
рис. 19). Диагональ квадрата, 
вписанного в окружность, 
будет R2 , а значит его пло-

щадь равна . 2
. 2RSкв =

A O C

D

BKM

Рис. 19 

Из подобия треугольников  и KBO MDB  следует, что высота ром-
ба RDM 2= . В прямоугольном треугольнике  катет AMD

2
AD

MD = , как катет, лежащий против угла . Следовательно, °30

RAD 4=  и  площадь ромба .  28RMDADS ромба =⋅=

Тогда искомое отношение 4
2
8

2

2

.
==

R
R

S
S

кв

ромба .  

Задача 4. Вписанные в окружность радиуса R квадрат и равносто-
ронний треугольник имеют общую вершину. Найти площадь фигуры, 
точки которой принадлежат одновременно квадрату и треугольнику. 

Решение. □ Пусть  – квадрат со стороной a (см. рис. 20), ABCD
EBF  – равносторонний треугольник со стороной b. Тогда ,2Ra =  

3Rb = . Положение точек  указано на рисунке. , , , ,L K Q N M
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Найдем площадь ELK . По-
скольку BQ  – высота EBF , то 

RbBQ 5,160sin =°= . Тогда 

A M

NKE

D

F

C

B

Q

L

Рис. 20 

.5,05,12 RRRBQBDQD =−=−=  
Рассмотрим теперь :  KQD

°=∠ 45QDK , °=∠ 90KQD , и, зна-
чит, . Следовательно, 

 – равнобедренный и 
45QKD∠ = °

KQD
RQDKQ 5,0== . Тогда  

=−=−= RRKQEQEK 5,0
2

3
  

( )13
2

−⋅=
R

.  

Рассмотрим ELK :  45°=∠LKE , °=∠ 60 LEK , так что 

. Применим к °=∠ 75ЕLK ELK  теорему синусов: 
E

LK
L

EK
∠

=
∠ sinsin

. 

Или 
sin 75 sin 60

EK LK
=

° °
. Откуда: 

3
sin75 2

EK
LK= ⋅

°
. Но  sin 75° =

( ) (2sin 30 45 1 3
4

= ° + ° = + ) . После упрощений получим: 

( )
2

326 −
=

RLK . Тогда 
1 sin 45
2ELKS LK EK= ⋅ ⋅ ⋅ ° =  

( ) ( )6 2 3 3 11 2
2 2 2 2

R R− −
= ⋅ ⋅ ⋅ =

( )2 9 5 3

8

R −
. 

Площадь фигуры, точки которой принадлежат одновременно квад-
рату и треугольнику, найдем следующим образом:  

( )EBF ELK NMFS S S S= − + . 
Но ELK  и NMF  равны. 

( ) ( )
2 2

2
9 5 31 32 3 8 3

2 2 4 4EBF ELK

R RS S S R
−

= − = ⋅ ⋅ − = ⋅ − 9 .  
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§ 5. Трапеция 
Основные определения, формулы и свойства трапеции 

Трапеция – выпуклый четырехугольник, у которого две противопо-
ложные стороны параллельны, а две другие не параллельны. Парал-
лельные стороны называются соответственно верхним и нижним осно-
ванием, а непараллельные – боковыми сторонами.  

Примечание: иногда требование, чтобы две стороны были не па-
раллельны, опускают и считают параллелограмм частным случаем тра-
пеции. 

Отрезки, соединяющие противо-
положные вершины называются диа-
гоналями трапеции. 

m

B

A

C

D

M N

a

b

Отрезок прямой, соединяющий 
середины непараллельных сторон 
трапеции называется средней линией 
трапеции. 

        Рис. 21 

Теорема о средней линии. Средняя линия трапеции парал-
лельна ее основаниям и равна полусумме оснований:  

2
,|| bamADMN +

= . 

Высотой трапеции называется перпендикуляр, проведенный из 
любой точки одного из оснований к прямой, содержащей другое осно-
вание.  

 

h

b

a
Рис. 22 

Площадь трапеции с основа-
ниями  и  и высотой  выра-
жается формулой  

a b h

hbaS
2
+

= , 

т.е. площадь трапеции равна про-
изведению ее средней линии на 
высоту. 

 
Трапеция равнобочная (или равнобокая, или равнобедренная), если 

ее боковые стороны равны друг другу.  
Трапеция прямоугольная, если один из ее углов – прямой. 
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Свойства равнобочной трапеции: 

(1) Углы при основании равнобочной трапе-
ции равны между собой.  

(2) Диагонали равнобочной трапеции равны. 
Примечание: для двух последних утвер-

ждений верны утверждения, обратные к ним. 
Трапеция может быть вписана в окружность 

в том и только том случае, когда она равнобочная.  

 
Рис. 23 

Свойства произвольной трапеции: 
(1) Диагонали трапеции разбивают ее на четыре треугольника, при-

чем треугольники, прилежащие к 
основаниям, подобны друг другу, а 
треугольники, прилежащие к боко-
вым сторонам, равновелики, т.е. име-
ют равные площади (см. рис. 24):  

B C

D
O

A ~BOC DOA+ + , OAB OCDS S=+ + . 
                 Рис. 24 

 
Рис. 25 

 
 
(2) В любой трапеции следующие 

четыре точки лежат на одной прямой: 
середины оснований, точка пересечения 
диагоналей, точка пересечения продол-
жений боковых сторон (см. рис. 25). 

 
 
 

(3) Отрезок, параллельный основаниям  трапеции, проходящий че-
рез точку  пересечения диагоналей 
и соединяющий две точки на боко-
вых сторонах, делится точкой пере-
сечения диагоналей пополам: Его 
длина есть среднее гармоническое 
оснований трапеции: A

B C
N

D

M
P

Рис. 26 
ba

abMN
+

=
2

. 
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Задача 1. Средняя линия трапеции, равная 10 см, делит площадь 
трапеции в отношении 3:5. Найти длины оснований трапеции. 

Решение. □ Средняя линия делит трапецию  на две трапе-
ции  и , площади которых равны (см. рис. 27): 

ABCD
MBCN AMND

122
ShBCMNSMBCN =⋅

+
= , 222

ShADMNS AMND =⋅
+

= , 

где  высота трапеции . По условию задачи −h ABCD
1

2

3
5

S MN BC
S MN AD

+
= =

+
. Следовательно,  

10 3 ,
10 5

10

BC
AD

AD BC

+⎧ =⎪⎪ +
⎨ +⎪ = .

 

д

с

п

10
B

A

C

D

M N

Рис. 27

2⎪⎩

Откуда находим 5 , 15BC см AD см= = .  

Задача 2. В трапеции длины оснований равны 5 и 15 см, а длины 
иагоналей – 12 и 16 см. Найти площадь трапеции. 

Решение. (1-й способ). □ Пусть  12 ,AC см= 16BD см=  (см. рис 
28). Найдем площадь трапеции по фор-

муле BPCBDACS ∠⋅⋅= sin
2
1

. Из по-

добия треугольников  и  

следует 

BPC APD

3
5

15
====

BC
AD

BP
PD

PC
AP

. От-

A

B C

D

P

Рис. 28
юда  9 , 3 ,AP см PC см= = 4 ,BP см=  12PD см= . В треугольнике 
 стороны равны 3, 4 и 5 см. Следовательно, этот треугольник 

рямоугольный, 

BPC

°=∠ 90BPC  и 21 96 ( ).
2

S AC BD см= ⋅ =   

(2-й способ). □ Проведем высоты 
BK  и (см. рис. 29). Площадь 
трапеции можно найти используя 

формулу 

CL

.
2

BKADBCS ⋅
+

=   

Найдем BK . Четырехугольник 

A

B C

D
K L

Рис. 29
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−KBCL  прямоугольник, поэтому 5== BCKL  см. Треугольники 
BKD  и ACL −  прямоугольные. Из теоремы Пифагора для них полу-
чим: 

2222222 )15(16)( AKAKADBDKDBDBK −−=−−=−= , 
2222222 )5(12)( AKKLAKACALACCL +−=+−=−= . 

Из равенства BKCL =  следует уравнение 

2222 )5(12)15(16 AKAK +−=−− . 

Откуда 2,2=AK  см и 6,98,1216 22 =−=BK  см и  

96
2

=⋅
+

= BKADBCS (см2).  

Задача 3. Основания трапеции равны  и . Найти длину отрезка, 
параллельного основаниям и делящего площадь трапеции пополам. 

a b

Решение. □ Пусть площадь трапе-
ции равна ,  и S 1h −2h  части высоты, 
а −x  длина искомого отрезка (см. рис. 
30). Тогда  

21 22
hxbhxa

2
S +

=
+

= и 

)2h(
2 1hbaS +
+

= . 

Составим систему уравнений:  

h2

h1

a

b

x

Рис. 30 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
+

=+

+=+

).(
2

)(

)()(

211

,21

hhabhxa

hxbhxa
 

Из первого уравнения системы 
xb
xa

h
h

+
+

=
1

2 . Подставляя во второе 

уравнение, получим: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

++=+
xb
xabaxa 1)(

2
1

. Из этого уравнения  

следует  )(
2
1 22 bax += .  
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Задача 4. В трапеции  ( ) O  – точка пересечения 
диагоналей. Известно, что площади треугольников ОВС и OАD равны 
соответственно  и . Найти площадь трапеции.  

ABCD ADBC ||

1S 2S

Решение. (1 способ) □ Заметим, 
что  (см. рис. 31) (до-
кажите самостоятельно). Отсюда  

ABO DOCS S=+ +
B C

D
O

A
Рис. 31  

1 2 2ABCD DOCS S S S= + + + .  
Из подобия  треугольников 

 и (докажите самостоя-
тельно ) следует, что  
BOC AOD

2

1

S
S

DO
BO

= . 

Треугольники  и  имеют общую высоту, если принять 
за их основания отрезки  и OD . Следовательно,  

BOC СOD
BO

1 1

2COD

S SBO
S DO

= =
+ S

 

и значит 1 2CODS S S= ⋅+ . Тогда  

( )2212121 2 SSSSSSS ABCD +=⋅++= .  

(2 способ).  Пусть α=∠BOC , тогда  

αsin
2
1

1 ⋅⋅= OCBOS , αsin
2
1

2 ⋅⋅= ODAOS . 

Перемножая эти равенства и пользуясь, тем, что ABO DOCS S=+ +  и 

ααπ sin)sin( =− , получим 2
1 2CODS S S= ⋅+ . Тогда  

( )2212121 2 SSSSSSSABCD +=⋅++= .  
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§ 6. Правильные многоугольники 
Правильный многоугольник – многоугольник, у которого все сто-

роны и все углы одинаковы. 

Его внутренние углы равны 
n
n )2(180 −°

 или 
n

n )2( −π
 радиан. 

Теорема. В правильный многоугольник 
всегда можно вписать окружность. Около 
правильного многоугольника всегда можно 
описать окружность.  

Эти окружности имеют один и тот же 
центр. Его называют центром многоугольника.  

Угол под которым видна сторона правиль-
ного многоугольника из его центра, называется 
центральным углом многоугольника.  

Пусть  – длина стороны правильного n-
угольника, – его площадь, 

a
nS r  и R  – радиусы вписанной и описанной 

окружностей. Связь между этими величинами приведена в таблице: 

r

Ra

Рис. 32 

n R  r  nS  
 

3 
3

3
a

 
3

6
a

 
2 3

4
a ⋅

 

 
4 

2
2

a
 2

a
 2a  

 
6 

 
a  

3
2

a
 

23 3
2

a ⋅
 

 
n  2sin( / )

a
nπ

 ctg
2
a

n
⋅

π
 2 1ctg

4 2 n
n a P

n
⋅ ⋅ =

π r  

Другие свойства правильных многоугольников: 
(1) Любые два правильных n-угольника подобны друг другу. В ча-

стности, если у них стороны равны, то n-угольника также равны.  
(2) Диагонали правильного шестиугольника, проходящие через его 

центр, разбивают его на шесть правильных треугольников. 
(3) Сумма расстояний от любой точки внутри правильного много-

угольника до его сторон (или их продолжений) не зависит от положения 
точки:  h consthh n =+++ …21 . 
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Теорема Паскаля. Если шестиугольник вписан в окружность и 
противоположные его стороны не параллельны, то точки пересече-
ния продолжений этих сторон лежат на одной прямой. 

Теорема Брианшона. Если шестиугольник описан около ок-
ружности, то прямые, соединяющие его противоположные верши-
ны, пересекаются в одной точке.  

Сторона  правильного описанного многоугольника выражается 
через сторону  правильного вписанного многоугольника с тем же 
числом сторон и радиус 

nb

na
R  окружности по формуле 

224

2

n

n
n

aR

Ra
b

−
= . 

Задача 1. В окружность радиуса ( )33+  см вписан правильный 
шестиугольник . Найти радиус круга, вписанного в тре-
угольник . 

ABCDEF
ACD

Решение. □ Пусть R – радиус 
описанной окружности. Так как 

 – диаметр, то , и 
для определения радиуса r вписан-
ного в  круга можно вос-
пользоваться формулами для вычис-
ления площади  двумя раз-
личными способами:  

AD D90=∠ACD

ACD+

ACD+

AC⋅DCrpS ⋅=⋅=
2
1

DC

. 

Здесь p – полупериметр . ACD+
Так как R= , RAD 2= , 

3RAC = . Тогда )33(5,0)(5,0 +=++= RACADDCp . Следова-

тельно, ( ) RRrR 3
2
133

2
1

⋅=⋅+ . Откуда 
13 +

=
Rr . Подставляя 

значение 33 +=R , находим 3=r  см.  

A O

F E

D

CB

r O1

rr

Рис. 33 
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Глава 6. Элементы аналитической геометрии 
§ 1. Векторная алгебра 

Знание векторной алгебры составляет один из необходимых компо-
нентов полноценного математического образования. Без векторов труд-
но себе представить физику. С их помощью можно решать многие зада-
чи элементарной геометрии, доказывать теоремы, составлять уравнения 
прямых, плоскостей и т.д.  

Вектором называется параллельный перенос. Геометрический век-
тор на плоскости (пространстве) – множество 
всевозможных направленных отрезков, имею-
щих одинаковую длину и направление. На-
правленный отрезок определяется упорядочен-
ной парой точек, т.е. заданием точки и ее об-

раза. Вектор , определяемый упорядоченной 

жае

конц

→
a

пиш
точк
[AB

(обо

пра

зыва
плос

вект
A

B

 

Рис. 1

парой  несовпадающих точек, изобра-

тся направленным отрезком (стрелкой) с началом с точке  и 

ом в точке 

),( BA
A

B  (см. рис. 1). Вектор  обозначается также  и 

ется . По определению вектор  отображает каждую 
у 

→
a

→
AB

→→
= ABa

→→
a = AB

M  на такую точку , что луч  сонаправлен с лучем 
 и .  

N )[MN
) ABMN =

Расстояние  называется длиной или модулем вектора  

значается  или ). Направление луча  называется на-

влением вектора . 

AB
→→

= ABa
→

|| a ||
→
AB )[AB
→→

= ABa

Построение направленного отрезка  такого, что , на-

ется откладыванием вектора  от точки 

MN
→→

= aMN
→
a M . От любой точки 

кости (пространства) можно отложить вектор равный данному. 

Параллельный перенос на нулевое расстояние называется нулевым 

ором и обозначается . 
→
0

 122



Сложение векторов и умножение на число 

Для любых двух векторов  определена сумма векторов  

и произведение  где 

→→
ba ,

→→
+ ba

,
→
aλ λ −  действительное число.  

Сумма ненулевых векторов  находится по правилу треуголь-

ника (от произвольной точки  откладывается вектор , от его 

конца откладывается вектор , тогда (см. рис. 2а)) 

или правилу параллелограмма  (сумма векторов  есть вектор, 
изображаемый диагональю параллелограмма, построенного на направ-
ленных отрезках, изображающих данные вектора и имеющих общее 
начало (см. рис. 2б)). 

→→
ba ,

O
→→

= OAa
→→

= ABb
→→→

+= baOB
→→
ba ,

a

a+b

b

O
B

A

         

a+b

b

a

 
Рис. 2а  Рис. 2б

Произведением ненулевого вектора  на число 
→
a 0≠λ  (обознача-

ется ) называется вектор, 

длина которого равна | , 
и который сонаправлен вектору 

 при 

→
aλ

|||
→

⋅ aλ

→
a 0>λ  и противополож-
но направлен при 0<λ  (см. 
рис. 3).  

a

> 0 0λ

λ λ

λ

a
a

a

 
Рис. 3 
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Введенные операции обладают следующими свойствами: 

а)                                б)  ;
→→→→

+=+ abba ;⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

→→→→→→
cbacba

в) существует нулевой вектор  такой, что  для всех  
→
0

→→→
=+ aa 0 ;

→
a

г) для любого вектора  существует противоположный вектор 

 такой, что  

→
a

→→
−= ab ;0

→→→
=+ ba

д)                       е)  ;
→→→→

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ baba λλλ ;)(

→→→
+=+ aaa µλµλ

ж)  ).()(
→→

= aa µλµλ
 

Разность векторов  и  (см. рис. 
4) определяется так: 

→
a b

→

).
→
b(

→→→
−+=− aba  

 
 
Имеет место следующее правило для любых точек  плос-

кости, называемое правилом трех точек:  
PNM ,,

a

b

 
Рис. 4 

MN NP MP
→ → →

+ = . 

Коллинеарность и компланарность векторов 

Ненулевые векторы  и  называются коллинеарными (обозна-

чается , если они параллельны одной прямой. Коллинеарность 

векторов записывается алгебраически следующим образом:  

или  Алгебраическое условие коллинеарности векторов рас-

пространяется и на случай, когда один или оба вектора равны  

→
a

→
b

|| )a b
→ →

→→
= ba λ

.
→→

= ab µ

.0
→
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Теорема 1. Точка  принадлежит прямой  тогда и только 

тогда, когда векторы  и 

C AB

AB
→

AC
→

 коллинеарны (т.е. существует такое 

действительное число , что k AC k AB
→ →

= ). 
Следовательно, для того, чтобы установить, что три точки  

принадлежат одной прямой, достаточно убедиться, что существует та-

кое число , что 

CBA ,,

k AC k AB
→ →

= . Число  в последнем равенстве (при k

BA ≠ ) имеет следующий геометрический смысл: 
| || |
| |

ACk
AB

→

→= . 

Теорема 2. Если ,a b
→ →

− неколлинеарные векторы плоскости, 

то любой вектор  этой плоскости единственным образом пред-

ставляется в виде  где 

→
v

,
→→→

+= byaxv ,x y∈ .  

Полезное соотношение. В треугольнике  на стороне  взя-
та точка 

ABC AC
D  так, что nmDCAD :: = . Тогда  

n mBD BA
m n m n

→ →
= +

+ +
BC
→

. 

Векторы  называются компланарными, если они параллель-
ны одной плоскости. Алгебраически этот факт означает, что какой-

нибудь из них выражается через другие; например,  

→→→
cba ,,

.
→→→

+= bac βα
Любой вектор плоскости можно выразить через два неколлинеар-

ных вектора этой плоскости. 
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Координаты векторов. Действия над векторами в 
координатной форме 

Если зафиксировать на плоскости точку  (начало координат) и 
провести через нее две взаимно перпендикулярные оси (оси координат), 
то получится прямоугольная система координат. Ось Ox  – ось абсцисс, 

ось  – ось ординат. Единичные векторы  и , направленные по 
осям координат, – орты. Каждый вектор 

 плоскости единственным образом 

представляется в виде  , 
где 

O

Oy i
→

j
→

v
→

v x i y j
→ → →
= +

x  и  – некоторые действительные 

числа. Обозначается: . Числа 

y

( , )v x y
→ →
=

x  и  – соответственно абсцисса и ор-y
→

0

M

1

y

x1

v

i
j

yj

xi
Рис. 5
дината вектора . Абсцисса и ордина-
та – координаты.  

v

Примечание: используется также обозначение . { ; }v x y
→
=

Если M  – точка плоскости, то  – ее радиус-вектор. Координа-

ты точки 

OM
→

M  те же, что и ее радиус-вектора. Если , то 
. 

{ ; }OM x y
→

=
);( yxM

Если вектор задан координатами начала  и конца 

, то 

);( MM yxM

);( NN yxN { ;N M N M }MN x x y y
→

= − − . 

Выражение операций с векторами в координатной форме: если 

  и 1 2{ ; },a a a
→

= 1 2{ ; }b b b
→

= λ∈ , то  

1 1 2 2{ ; }a b a b a b
→ →

+ = + + 1 2{ ; }.a a aλ λ λ
→

= и  

Условие коллинеарности двух векторов  и  

имеет вид: 

1 2{ ; }a a a
→

= 1 2{ ; }b b b
→

=

1 2

1 2

a a
b b
= . 
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Примеры решения задач 

Задача 1. В правильном шестиугольнике  ABCDEF ,AB a
→ →

=  

 Выразить вектор  через векторы  .AF b
→ →

= AC
→

, .a b
→ →

Решение. □ Пусть O −  центр шести-
угольника (см. рис. 6). Четырехугольники 

 и ABCO −ABOF  параллелограммы. Тогда 

AC AB BC
→ → →

= + = =+=+
→→→→

AOaAOa  

  ( )b
→

= .2
→→

+ baa a
→ →

= + +
Задача 2. Стороны  треугольника 

 разделены точками 
OBOA,

OAB M  и  соответст-

венно так, что 

N

4:,2: == NBONMAOM . Выразить через  и 

 вектор , где 

a OA
→ →
=

b OB
→ →
= OP

→
P  – точка пересечения отрезков  и AN BM  

(см. рис. 7). 

a

b

A

CB

D

F E

O

 
Рис. 6

 Решение: □ Используя правило трех 

точек, запишем . Или OP OA AP
→ → →

= +

OP a ANλ
→ → →

= + ⋅ = ( )a AO ONλ
→ → →
+ + =  

4
5

a a b
→ → →⎛ ⎞

= + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

λ
4(1 ) .
5

a b
→ →

− +λ λ  

Выражая  «через точку OP
→

B », получим 

OP OB BP b BMµ
→ → → → →

= + = + ⋅ =
2 (1 )
3

aµ µ
→ →
+ − b . Из единственности 

разложения вектора  через два неколлинеарных вектора  и  

следует, что 

OP
→

a
→

b
→

µλµλ −==− 1
5
4,

3
21 . Решая эту систему, найдем 

.
7
5

=λ  Следовательно, 
5 4 5 2 41 .
7 5 7 7 7

BP a b a
→ → → →⎛ ⎞= − + ⋅ ⋅ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
b
→

  

b

A

B
P

O

M

N

a

Рис. 7 
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Задача 3. В параллелограмме  точки ABCD M  и  середины 

сторон  и  соответственно. Выразить вектор  через векторы 

 (см. рис. 8). 

N

BC CD AB
→

,a AM b AN
→ → → →
= =

Решение. □ Обозначим векторы 

p AB
→ →
=  и , а требуется найти 

векторы  и . Действительно,  

q AD
→ →
=

a
→

b
→

b

q

p

A

B

D

CM

N
a

Рис. 8
1
2

AM AB BM p q
→ → → → →

= + = + , 
1
2

AN q p
→ → →

= + . 

Следовательно, 
1
2

a p q
→ → →
= + , 

1
2

b q p
→ → →
= + .  

Рассматривая теперь эти равенства как систему уравнений относи-

тельно p
→

 и , получим: q
→ 1 (4 2 )

3
p a b
→ →
= −

→

⎝

⎛
+ cbcacba

⎝

⎛ →→→→
baba λλ

.  

Скалярное произведение векторов 

Скалярное произведение  ненулевых векторов  и  опреде-

ляется формулой   

→→
ba a

→ →
b

).,(cos||||
→→→→→→

∠⋅⋅= bababa

Если хотя бы один из них равен  то все произведение равно  

т.е.  

,0
→

,0
→

.00000
→→→→→→→

=== aa

Скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины:  2 2( ) | | .a a
→ →

=
Скалярное произведение векторов обладает следующими свойства-

ми: a)    б) ⎜⎜     в) ⎜⎜  ;
→→→→

= abba ;
→→→→→→→

+=⎟⎟
⎠

⎞
.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞

Эти равенства показывают, что свойства векторов аналогичны свой-
ствам чисел, в векторных выражениях можно использовать скобки, при-
водить подобные члены и т.д. Однако не все алгебраические свойства 
чисел переносятся на векторы, и игнорирование этого может привести к 
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ошибкам. Так, например, для векторов  в общем случае 

; далее, если 

, ,a b c
→ → →

( ) ( )a b c a b c
→ → → → → →

⋅ ≠ ⋅ 0a b
→ →
⋅ = , то это не значит, что 0a

→
=  

или  .  0b
→
=

Скалярное произведение векторов  и  за-
данных своими координатами в прямоугольной системе координат, вы-

числяется следующим образом:  

1 2{ , }a a a
→

= 1 2{ , },b b b
→

=

1 1 2 2.a b a b a b
→→

= +

Обозначим через 
b

pr a→

→
 проекцию 

вектора  на вектор  (проекция – 
это число, равное длине отрезка , 

если векторы  и  образуют острый 
угол, и равное 

a
→

b
→

MN

a
→

b
→

MN− , если угол тупой) 
(см. рис. 9). 

С помощью скалярного произведе-
a

M N bpr   a
b

Рис. 9

ния векторов можно находить длины 

векторов, проекции вектора на вектор, углы между векторами.  

Справедливы формулы:  (1) 2| | ( ) ;a a
→ →
=  

(2) ;
| |b

a bpr a
b

→

→ →
→

→
⋅

=   (3) cos ( , ) .
| | | |

a ba b
a b

→ →
→ →

→ →
⋅

∠ =
⋅

 

Задача 4. Пусть | | 2, | | 3, ( , ) 120a b a b
→ → → →
= = ∠ = °

| ; 2) )

. Найти:  

1) | 2a b
→ →
+ (

a b
pr a b→ →

→ →

−
+ ; 3) cos . ( ,( ))a a b

→ → →
∠ +

Решение. □ 1) | | | | cos ( , ) 2 3 ( 0,5) 3a b a b a b
→ → → → → →
⋅ = ⋅ ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ − = − .  

Далее, 2 2 2| ;  2 | ( 2 ) | | 4 4 | | 2 7a b a b a a b b
→ → → → → → → →
+ = + = + ⋅ + = ⋅
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2) 
2 2

2 2

( ) ( ) | | | | 5( )
19| | ( ) 2 ( )

a b

a b a b a bpr a b
a b a a b b

→ →

→ → → → → →
→ →

→ → → → → →−

+ ⋅ − −
+ = = = −

− − ⋅ ⋅ +

;  

3) 
( ) 1cos ( ,( ))

2 7| | | |

a a ba a b
a a b

→ → →
→ → →

→ → →
⋅ +

∠ + = =
⋅ +

.  

Теорема 4. Пусть точка  лежит на прямой , точка  не 
лежит на этой прямой и имеет место равенство 

. Тогда 

C AB O

OC OA OBα β
→ →

= +
→

1=+ βα . 
Задача 5. Точки  взяты на сторонах ,  и  тре-

угольника  так, что 

MLK ,, AC BC AB

ABC
2
1

===
MC
BM

LB
CL

KC
AK

, −N  середина сторо-

ны . Найти отношение, в котором точка пересечения отрезков  
и  делит отрезок . 

AC KL
MN KL
Решение. □ Пусть  точка пересе-

чения отрезков  и  (см. рис. 10) 

и 

O
KL MN

x
KL
KO

= . Тогда . Учиты-

вая, что точка 

KO x KL
→ →

=

−L  середина , а MC

KCKN
4
1

= , получаем 

( )
2
xKO x KL KM KC

→ → → →
= = + = ( 4

2
x KM

→
+

Так как точка  лежит на прямой O M
2
5

x =  и 
3
2

=
OL
KO

.  

Задача 7. Пусть (1; 2 ), ( 1; 0), (A B C−
Найти: 1) косинус угла  треугольника

треугольника; 3) 

A

AB
pr AM

→
→ , где  – медиAM
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A

L
O

M
B

NK C
Рис. 10
) 2
2
xKN KM x KN

→ → →
= + . 

, то N 0,5 2 1x x+ = , т.е. 

1; 1)  – точки пространства. 
 ; 2) площадь этого ABC

ана треугольника.  



   Решение. □ 1) cos( ) cos ( , )
| | | |

BA BCB BA BC
BA BC

→ →
→ →

→ →
⋅

∠ = ∠ =
⋅

. Вычислим 

координаты векторов ,BA BC
→ →

: , 

. Длины векторов 

{1 ( 1);2 0} {2;2}BA
→

= − − − =

{2;1}BC
→

= 2 2| | 2 2 8BA
→

= + = , | | 5BC
→

= . Сле-

довательно, 
3cos( )

5 2
B∠ = .  

2) 
2

2 3 41n 1 cos 1 .
5 2 5 2

B B ⎛ ⎞∠ = − ∠ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

si   Тогда  

1 1 4| | | | sin 8 5
2 2 5 2ABCS BA BC B

→ →
= ⋅ ⋅ ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ ⋅ =

1 205
5

. 

3) 
1 1( ) ({ 2; 2} {0; 1}) { 1;
2 2

AM AB AC
→ → →

= + = − − + − = − −1,5}.  

Тогда 
2 3 5
4 4 8| |AB

AM ABpr AM
AB

→

→ →
→

→
⋅ +

= = =
+

.  

Задача 7. Найти угол между равными медианами равнобедренного 
прямоугольного треугольника.  

Решение. □ Введем систему координат с началом в точке  и ося-
ми, направленными вдоль катетов  и . Пусть длины катетов 
равны 1. Тогда   

A
AC AB

(1;0),C (0;1),B ( )0;0,5 ,M  ( )0,5;0N  

 { }1;0,5 ,CM
→

= − {0,5; 1BN
→

}= − . Далее, 

cos( )MPN cos ( , )CM BN
→ →

∠ = ∠ =  

2

0,5 0,5 4
5| | | | | |

CM BN

CM BN CM

→ →

→ → →
⋅ − −

= =
⋅

− . 

Следовательно, искомый угол равен 
4

A

M

N C

B
y

x

Рис. 12
5
arccos−π .  
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§ 2. Метод координат 
Деление отрезка в данном отношении 

Если точка  делит отрезок , координаты концов которо-
го  и , в заданном отношении 

);( yxC AB
);( 11 yxA );( 22 yxB kCBAC =: , то 

координаты точки  определяются по формулам:  );( yxC

21 11
1 x

k
kx

k
x

+
+

+
=   и  21 11

1 y
k

ky
k

y
+

+
+

= . 

Если  делит отрезок  пополам, то координаты точки 

 определяются по формулам:  

);( yxC AB

);( yxC
2

21 xxx +
=   и  

2
21 yyy +

= . 

Уравнения прямой 
Нормальный вектор прямой – любой ненулевой вектор, перпенди-

кулярный этой прямой. 
Направляющий вектор прямой – любой 

ненулевой вектор, коллинеарный (т.е. парал-
лельный) прямой. Нормальный и направляю-
щий векторы прямой определяются неодно-
значно, а с точностью до коллинеарности.  

Угловой коэффициент прямой – тангенс 
угла наклона прямой с положительным направ-
лением оси абсцисс: ϕtg=k . Угловой коэф-

фициент существует у любой прямой, не параллельной оси ординат. 

n

q

l

Рис. 13 

Пусть  – нормальный вектор,  – направляю-
щий вектор,  – фиксированная точка прямой,  – угловой 
коэффициент прямой. Тогда уравнение прямой может быть записано в 
следующих видах: 

{ ; }n A B
→
= 1 2{ ; }q q q

→
=

);( 000 yxM k

(1) 0)()( 00 =−+− yyBxxA ; 
(2) 0=++ CByAx  (общее уравнение прямой); 

(3) 
2

0

1

0

q
yy

q
xx −

=
−

 (каноническое уравнение прямой); 

(4) tqyytqxx 2010 , +=+= , где  – любое действительное 
число (параметрические уравнения прямой); 

t
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(5)  (уравнение прямой с угловым коэффициентом ); bkxy +=
(6) )( 00 xxkyy −=−  (уравнение прямой с угловым коэффици-

ентом , проходящей через точку ). k );( 00 yx
Пусть  – прямая, не проходящая через начало координат и не па-

раллельная ни одной из осей координат. Если  и  – отрезки, отсе-
каемые прямой от осей координат (при этом возможны случаи 

l
a b

0<a  
или ), то уравнение прямой может быть записано в виде 0<b

1=+
b
y

a
x

 (уравнение прямой «в отрезках»). 

Параллельность и перпендикулярность 

Пусть  и  – прямые, заданные общими уравнениями 
 

1l 2l

iii cybxa =+ )2,1( =i . Тогда: 

(а) при 
2

1

2

1

b
b

a
a

≠  прямые  и  пересекаются в точке, координаты 

которой могут быть найдены из системы уравнений  

1l 2l

⎩
⎨
⎧

=+
=+

;
,

222

111

cybxa
cybxa

(б) прямые   тогда и только тогда, когда ||1l 2l
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

≠= ; 

(в)  и  совпадают тогда и только тогда, когда 1l 2l
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

== ; 

(г)  тогда и только тогда, когда ⊥1l 2l 01221 =+ baba . 
Примечание: в этих формулах допускается  в знаменателе; ра-

венство 

0

c
ba

=
0

 интерпретируется как bca ⋅=⋅ 0 . 

Пусть  и  – прямые, имеющие нормальные векторы , и 

направляющие векторы . Тогда: 

1l 2l 1 2,n n
→ →

1 2,q q
→ →

(а) при  не параллельном  (или  не параллельном )  и 
 пересекаются в точке; 

1n
→

2n
→

1q
→

2q
→

1l

2l

(б)  и  параллельны или совпадают ; 1l 2l 1 2 1 2|| ||n n q q
→ → → →

⇔ ⇔
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(в) . 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 0l l n n q q n n q q
→ → → → → → → →

⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ =
Пусть  и  – прямые, заданные уравнениями: 1l 2l 11 bxky +=  и 

. Тогда: 22 bxky +=
(а)  и  пересекаются в точке 1l 2l 21 kk ≠⇔ ; 
(б) ),(|| 212121 bbkkll ≠=⇔ ; 
(в)  и  совпадают 1l 2l ),( 2121 bbkk ==⇔ ; 

(г) 
1

221
1
k

kll −=⇔⊥ . 

Расстояния и углы 

Если ( ; )M MM x y  и ( ; )N NN x y , то 2 2( ) (M N M NMN x x y y= − + − )  
(формула расстояния между двумя точками плоскости).  

Расстояние ),( lMρ  от точки  до прямой  может 

быть вычислено по следующей формуле:

);( MM yxM l

22

||),(
BA

CByAxlM MM

+

++
=ρ , 

если прямая l  задана общим уравнением .0=++ CByAx  
Расстояние между параллельными прямыми 11 : cbyaxl =+  и 

 вычисляется по формуле: 22 : cbyaxl =+
22

21
21

||
),(

ba

cc
ll

+

−
=ρ  . 

Угол ϕ  между прямыми  и  может быть найден по формулам: 1l 2l

(а) 1 2

1 2

cos
| | | |

n n

n n
ϕ

→ →

→ →
⋅

=
⋅

, где 1n  и −2n нормальные вектора  и ; 1l 2l

(б) 1 2

1 2

cos
| | | |

q q

q q
ϕ

→ →

→ →
⋅

=
⋅

, где  и 1q
→

2q
→
− направляющие вектора  и ; 1l 2l

(в) 
21

21
1

tg
kk
kk

+
−

=ϕ , где  и 1k −2k угловые коэффициенты  и . 1l 2l
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Уравнение окружности 

Окружность радиуса R  с центром в начале координат имеет урав-
нение . 222 Ryx =+

Уравнение окружности радиуса R  с центром в точке );( 000 yxM =  

имеет вид  . 22
0

2
0 )()( Ryyxx =−+−

Площади 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах  

и , выражается формулой |

1 2{ ; }a a a
→
=

1 2{ ; }b b b
→
= | 1221 babaS −= . 

Примечание. 01221 >− baba , если кратчайший поворот от  к  
осуществляется в положительном направлении (т.е. против часовой 
стрелки), и меньше нуля, если в отрицательном направлении. 

a
→

b
→

Площадь треугольника  с вершинами ,  
и : 

ABC );( AA yxA );( BB yxB
);( CC yxC |)()()(| ABCCABBCAABC yyxyyxyyxS −+−+−= . 

Формула площади многоугольника с вершинами , 
, … , : 

);( 111 yxM
);( 222 yxM );( nnn yxM

|)(...)()()(| 1142331211 yyxyyxyyxyyxS nnn −++−+−+−= − . 

Задача 1. Доказать, что длина отрезка, соединяющих середины диа-
гоналей трапеции равна поло-
вине модуля разности длин 
оснований. 

Решение. □ Введем пря-
моугольную систему коорди-
нат (см. рис. 14). Тогда вер-
шины трапеции будут иметь 
координаты , , 

 и . Середины 
диагоналей  и 

)0;0(A );( hdB
);( hpC )0;(aD

AC BD  имеют 
y 

x

B ( d ; h ) C ( p ; h ) 

N M 

D ( a ; 0 )A ( 0 ; 0 ) 

Рис. 14
координаты: ( )/ 2; / 2M p h  и ( )( ) / 2; / 2N a d h+ , поэтому  

2
||

4
)( 2 pdapdaMN −+

=
−+

= . 
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Так как aAD = , bpBC −= , то при  BCAD ≥ AD BC− =  
 и 0a d p= + − ≥ ( )MN AD BC / 2= − , а при BCAD <  AD BC− =  
 и 0a d p= + − < (MN BC AD) / 2= − . Следовательно,  

2
|| BCADMN −

= .  

Задача 2. Концы отрезка длины  скользят по двум сторонам дан-
ного прямого угла. Какую ли-
нию описывает середина от-
резка? 

a

Решение. □ Введем декар-
тову систему координат, по-
местив начало координат в 
вершину угла, а оси направив 
по сторонам угла (см. рис. 15). 
Пусть точка  обладает 
указанным свойством. Понят-
но, что точка  может 

);( yxM

);( yxM

O

a/2

y

x

N(x;0) A(2x;0)

B(0;2y)
M(x;y)

Рис. 15

находиться только в первом 

квадранте координатной плоскости, поэтому . Обозначим 
концы отрезка через  и 

0,0 ≥≥ yx
A B . Поскольку точки  и A B  лежат на коор-

динатных осях и точка  является серединой отрезка , то 
, . По теореме Пифагора для треугольника  по-

лучаем 

);( yxM AB
)0;2( xA )2;0( yB AOB

22 )2()2( yxAB += . 
Так как по условию задачи aAB = , то координаты точки  

удовлетворяют уравнению  или с учетом вышесказан-
ного следует, что точка 

);( yxM
222 44 ayx =+

M  принадлежит дуге окружности 
, расположенной в первом квадранте. ( )22 2 / 2x y a+ =

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть точка   );( yxM

принадлежит дуге окружности , расположенной в пер-
вом квадранте. Соединим точку 

( )22 2 / 2x y a+ =
M  с точкой . Продолжим 

отрезок  до пересечения с осью ординат в точке 
)0;2( xA

AM B . Очевидно, что 
ордината точки B  равна  (в треугольнике  y2 AOB ON NA=  и отре-
зок  параллелен оси ординат, следовательно, MN −MN  средняя ли-
ния). Значит  является серединой отрезка , концы которого );( yxM AB
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принадлежат сторонам прямого угла. По теореме Пифагора для тре-

угольника  получаем AOB ayxyxAB =+=+= 2222 2)2()2( . 
Получили, что каждая точка M , принадлежащая дуге окружности 

, расположенной в первом квадранте, является середи-
ной отрезка, концы которого принадлежат сторонам данного прямого 
угла.  

( )22 2 / 2x y a+ =

Задача 3. Может ли быть правильным треугольник, расстояния от 
вершин которого до двух взаимно перпендикулярных прямых выража-

ются целыми числами? 

Решение. □ Допустим, что та-
кой треугольник существует. Вве-
дем декартову систему координат, 
поместив начало координат в точ-
ку пересечения данных 
перпендикулярных прямых. Пусть 
тогда  и  эти прямые (см. 
рис. 16). Дополним данный 
правильный треугольник до 
прямоугольника. Длины сторон 
прямоугольни ,

Ox Oy

ка MNBQ  MN  ника  MNBQ ,MN  ,NB  ,BQ   и отрезков QM ,NP ,PB ,PC QC   , 
 ,CM MA  и  выражаются целыми числами, как разности коорди-

нат соответствующих точек. Поэтому площади прямоугольника  
и прямоугольных треугольников ,  и  есть рацио-
нальные числа. Площадь  может быть вычислена следующим 
образом  

AN
MNBQ

AMC ANB BQC
ABC

O 

y 

x 

N ( m ; q ) 

A ( m ; n ) 

B ( p ; q ) 

C ( r ; s ) M ( m ; s ) 

Q ( p ; s ) 

P ( r ; q ) 

Рис. 16 

( )ABC MNBQ AMC ANB BQCS S S S S= − + +  
и должна быть рациональным числом. 

С другой стороны,  
2 3
4ABC

aS = , 

где  длина стороны треугольника. Но число  равно квадрату дли-
ны гипотенузы треугольника  и является целым числом. Поэтому 

 выражается иррациональным числом. Получили противоречие. 

Следовательно, такого треугольника не существует.  

−a 2a
BQC

ABCS
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Глава 7. Задачи на отыскание геометрических фигур с 
экстремальными значениями элементов 

Элементы теории 
Рассмотрим класс геометрических задач, в которых требуется найти 

фигуры или их элементы с экстремальными (наибольшими или наи-
меньшими) значениями. В подобных задачах, как правило речь идет о 
том, чтобы среди всех фигур, обладающих определенным свойством, 
найти фигуру, у которой тот или иной элемент принимает наибольшее 
или наименьшее значение. 

Общий метод решения таких задач приводит к задаче отыскания 
наибольшего или наименьшего значения некоторой определенной на 
промежутке непрерывной функции ( )f x . 

Для отыскания наименьшего и наибольшего значений функции 
( )f x , заданной на отрезке , следует найти все ее критические 

точки, лежащие внутри отрезка; вычислить значения этой функции в 
этих точках и на концах отрезка и из всех полученных таким образом 
чисел выбрать наибольшее и наименьшее. Наибольшее (наименьшее) из 
этих значений и будет наибольшим (наименьшим) значением функции 

[ ; ]a b

( )f x  на отрезке [ ; . ]a b
Наибольшие и наименьшие значения просто находятся в случаях, 

если:  
a) функция не имеет на отрезке  критических точек. Тогда, ес-

ли 
[ ; ]a b

( )f x  возрастает (убывает) на , то при [ ; ]a b ax =  она будет прини-
мать наименьшее (наибольшее) значение, а при bx =  – наибольшее 
(наименьшее) значение. В этом случае локальные максимумы и мини-
мумы функции на отрезке отсутствуют, а наибольшее и наименьшее 

значения непре-
рывной на [ ;  
функции обяза-
тельно сущест-
вуют;  

]a b

б) функция 
имеет внутри 
отрезка один 

ум (ми-
нимум) и не 
имеет миниму-
мов (максиму-

мов). Тогда этот единственный максимум (минимум) и является наи-

максим

y

xx0O ba

ymax

y

xx0O ba

ymin

Рис. 1 
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большим (наименьшим) значением функции. В этом случае не надо вы-
числять значения функции на концах отрезка (см. рис. 1). Это же при-
менимо и к интервалу , а также к бесконечному промежутку (при 
условии, что наибольшее (наименьшее) значение функции существует). 

( ; )a b

В некоторых случаях можно упростить исследование на экстремум 
функции ( )f x , заменив ее более простой функцией ( )xϕ . 

1. В случае функции ( ) ( )f x k x bϕ= + bk,(  – постоянные) иссле-
дование можно провести для функции ( )xϕ , так как, если , то 
функции 

0>k
( )f x  и ( )xϕ  имеют одноименные экстремумы в одних и тех 

же точках. Экстремальные значения у этих функций различны. Если 
, то функции 0<k ( )f x  и ( )xϕ  имеют одни и те же точки экстремума, 

но точкам максимума функции ( )f x  соответствуют точки минимума 
функции ( )xϕ , и наоборот. 

2. При исследовании функции ( )( ) ( ) ( ) 0f x x xϕ ϕ= ≥  можно 
воспользоваться исследованием функции ( )xϕ , так как функции ( )f x  
и ( )xϕ  имеют экстремумы в одних и тех же точках области допусти-
мых значений x . 

3. При исследовании функции 
1( )
( )

f x
xϕ

=  ( )( ) 0xϕ >  можно 

воспользоваться функцией ( )xϕ , так как точкам максимума функции 
( )f x  соответствуют точки минимума функции ( )xϕ , и наоборот. 

4. Если задача свелась к нахождению наибольшего или наимень-
шего значения квадратного трехчлена 2( )f x ax bx c= + +  ( )0≠a , то 
следует заметить, что функция ( )f x  в точке 0 / 2x b a= −  достигает 

экстремального значения 0( )
4
Df x
a

= − . Причем, если , то – ми-

нимального значения, если 

0>a

0a < , то – максимального. Значит, квадрат-
ный трехчлен принимает на  наибольшее (наименьшее) значение 

0
[ ; ]
max ( ) ( )

a b
f x f x=  ( 0[ ; ]

min ( ) ( )
a b

f x f x= ), равное 0( )f x , если 0<a  

. )0( >a
Для решения геометрических задач, в которых требуется отыскать 

наименьшее или наибольшее значение какой-либо величины, следует: 
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1) выбрать независимую переменную (аргумент) и установить об-
ласть ее допустимых значений; 
2) выразить зависимую величину через аргумент (записать функ-
цию); 
3) решить задачу на отыскание наибольшего или наименьшего зна-
чения исследуемой функции в найденной области (если это значе-
ние существует). 
Заметим, что при решении геометрических задач независимую пе-

ременную можно выбирать несколькими способами и таким образом 
получать различные аналитические выражения исследуемой функции. 
Удачный выбор аргумента позволяет упростить решение задачи за счет 
сокращения алгебраических преобразований и вычислений. 

Рассмотрим несколько примеров. 
Задача 1. В круг радиуса R  вписан равнобедренный треугольник 

наибольшего периметра. Найти периметр этого треугольника. 
Решение. □ Пусть  данный равнобедренный треугольник 

( ), вписан в круг с центром в точке и радиусом 
ABC

ACAB = O R  (см. рис. 
2). В качестве независимой переменной x  
примем половину величины угла при вер-
шине . Тогда  A

2 sinAC R 2 sin( / 2 )ABC R xπ= ∠ = − =  
2 cosR x= , 

( )s / 2 22 coBC R xπ= − = xR 2sin2  

и периметр ( )( ) 2 2cos sin 2P x R x x= + . 
Задача сводится к определению наи-

большего значения функции 
( ) cos 0,5sin 2f x x x= +  на отрезке 
B

xx

C

A

O

Рис. 2
[ ]0; / 2π . Так как ( ) sin cos 2f x x x′ = − + , 
то, решив уравнение 0sin2cos =− xx , найдем единственную критиче-
скую точку / 6x π=  на отрезке [ ]0; / 2π . Поскольку (0) 1f = , 

, ( )/ 2 0f π = ( ) 3 3/ 6
4

f π = , то функция ( )f x  достигает наибольше-

го значения при / 6x π= .  
Периметр треугольника  принимает наибольшее значение в 

той же точке, что и функция 
( )P x

( )f x , поэтому искомый треугольник – 
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равносторонний, длина его стороны равна 3R , а периметр равен 

33R .  

Задача 2. Периметр треугольника и длина одной из его сторон рав-
ны 20 и 5 см. Какую длину должны иметь другие стороны треугольника, 
чтобы его площадь была наибольшей? Вычислить эту площадь. 

Решение. □ Пусть данный треугольник, в котором ABC 5=AC  
см,  см. Обозначим  . Тогда, так как 

 то 
20ABCP = AB x= см

,ABCP AC AB B= + + C 20 5x BC= + +  и xBC −=15  см. Пло-
щадь треугольника можно вычислить по формуле Герона: ABC

( )( )(ABCS p p AC p BC p A= − − − )B , 

где 10
2
ABCPp = =  см. Подставляя выражения для сторон в формулу 

площади, получаем функцию ( ) 50(10 )( 5)S x x x= − − , где [ ]10;5∈x . 
Так как площадь треугольника должна быть наибольшей, то надо ис-
следовать функцию ( )xS  на наибольшее значение. Заменим функцию 

 функцией ( )S x 2( ) (10 )( 5) 15 50x x x x xϕ = − − = − + − . Функция 
( )xϕ  является квадратичной и достигает своего наибольшего значения 

в точке 
15 7,5
2

x −
= =
−

, [ ]10;5∈x . Значит, при 7,5x =  функция  

принимает наибольшее значение. Тогда 

( )S x

7,5AB = , 7,5BC =  и 

[5;10]
max ( ) (7,5) 50 2,5 2,5 2,5 5 2 12,5 2S S x S= = = ⋅ ⋅ = ⋅ = см .  2

Задача 3. В полукруг с диаметром  длины произвольно про-
веден радиус и в каждый полученный сектор вписана окружность. Оп-
ределить положение радиуса, при котором расстояние между точками 
касания этих окружностей с диаметром  будет наименьшим. Найти 
это расстояние. 

AB d

AB

Решение. □ Пусть (см. рис. 3) OC  – данный радиус, и  – ра-
диусы вписанных окружностей, точки  – их центры, 

1r 2r

21,OO M  – точка 
касания окружности с центром  диаметра ,  – точка касания 1O AB N
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окружности с центром  
диаметра . Точка  
будет лежать на биссек-
трисе угла , так как 
точка  равноудалена от 

 и . Аналогично, 
точка  лежит на бис-
сектрисе угла .  

2O
AB 1O

COA
1O

AO OC
2O

COB
r1

r1

r2

O2

O1

x

A

C

M O N B

xx
90   x

 
Рис. 3
 Если xCOA 2=∠ , то 

xCOB 2−=∠ π , 2 / 2BOO xπ∠ = − .  
Из треугольника  1OMO ( ) xrRxOOr sinsin 111 −== , а из 

 2ONO ( ) xrRxOOr coscos 222 −== . Выразим 
x
xRr

sin1
sin

1 +
= , 

x
xRr

cos1
cos

2 +
= . Из треугольников 1MO O  и 2NO O  получаем: 

1
sin cos cosctg

(1 sin )sin 1 sin
R x x RMO r x x

x x x
⋅

= = =
+ +

 и 2
sintg

1 cos
R xNO r x

x
= =

+
. То-

гда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
=

+
+

+
=+=

x
x

x
xd

x
xR

x
xRNOMOMN

cos1
sin

sin1
cos

2cos1
sin

sin1
cos

.  

Задача свелась к нахождению наименьшего значения функции 
cos sin( )

1 sin 1 cos
x xf x

x x
= +

+ +
 на отрезке 0;

2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
. Производная функции:  

2 2

2 2
sin (1 sin ) cos cos (1 cos ) sin( )

(1 sin ) (1 cos )
x x x x xf x

x x
− + − + +′ = +

+ +
x
=  

xx sin1
1

cos1
1

+
−

+
= =

sin cos
(1 sin )(1 cos )

x x
x x
−

+ +
. 

Единственная критическая точка / 4x π=  получается из условия 
. Так как ( ) 0f x′ = ( )0 ( / 2) 1 ( )/ 4 2( 2 1)f π = −f f π= =  и , поэтому 

[0; / 2]
min ( ) 2( 2 1)f x
π

= −  и наименьшее расстояние между точками каса-

ния окружностей с диаметром данного полукруга равно 2( 2 1)− .  
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Задача 4. Какую наибольшую площадь может иметь трапеция, три 
стороны которой равны ? a
Решение. □ Пусть  данная тра-
пеция и 

ABCD
aCDBCAB ===  (см. рис. 4). 

Заметим, что  не может равняться 
, так как в противном случае, фигу-

ра  по признаку являлась бы па-
раллелограммом в силу равенства и па-
раллельности противоположных сторон. 
Пусть 

AD
BC

ABCD

,α=∠BAD  [ ]0; / 2α π∈ . Опус-
тим высоту трапеции BH . Из треугольника

sin sinBH AB BAH a α= ∠ = , AH =

Так как трапеция равнобедренная, то A
aaHKAHAD +=+= αcos22 . Выразим

α s
2

2cos2
2

aaaBHBCADS +
=⋅

+
=

Найдем наибольшее значение функции f
резке [0; / 2]π .  

( ) ( )( ) cos 1 cos sin sinf α α α α α′ = + + −
Найдем критические точки функции, ре

2 2cos cos sin 0 2cosα α α+ − = ⇔
1cos ,

32
cos 1 2

x

x

πα

α π

⎡⎡ = ± += ⎢⎢⇔ ⇔
⎢⎢

= − = +⎢ ⎢⎣ ⎣

В промежутке [0; / 2]π  находится тольк

/ 3α π= . Так как (0) 0f = , ( / 2) 1f π =  и

/ 3α π=  функция ( )f α  принимает наибо

щадь данной трапеции равна 
4
33 2a

.  
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A

a

α

a

a

CB

DH K  
Рис. 4
 BHA  получим 

cos cosAB BAH a α∠ = . 

H KD= , HK BC= . Тогда 
 площадь трапеции: 

αin = ( )2 sin 1 cosa α α+ . 

( )( ) sin 1 cosα α= + α  на от-

ααα 22 sincoscos −+= . 
шив уравнение: 

2 cos 1 0α α+ − = ⇔

2 , ,

, .

k k

k k

π

π

∈

∈
 

о одно решение уравнения 

 
3 3( / 3)

4
f π = , то в точке 

льшее значение. Тогда пло-



 
A

O

C

D

Q
M

B

T N
L

R

 

Задачи для 
самостоятельного 

решения 

A1

a

A2

O

k > 0
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§ 1. Основные понятия 
Уровень I 

1.1. а) На плоскости проведены две пересекающиеся прямые. Дока-
жите, что биссектрисы четырех образовавшихся углов лежат на двух 
перпендикулярных прямых. 

б) Докажите, что прямая, проведенная через вершину угла перпен-
дикулярно к его биссектрисе, есть биссектриса угла, смежного с ним.  

1.2. а) Найдите величину внутреннего угла треугольника, если сум-
ма величин двух внешних углов, не смежных с ним, равна . °237

б) Углы  и CAB −BAD  смежные. Найдите величину угла BAD , 
если величина угла между биссектрисой угла CAB  и перпендикуляром, 
проведенным из точки  к прямой CD , равна 12 . A °

1.3. Докажите, что перпендикуляр, восстановленный из произволь-
ной точки, взятой на стороне острого угла, обязательно пересекает дру-
гую сторону этого угла. 

1.4. Докажите, что биссектрисы внешних и внутренних односторон-
них углов при параллельных прямых взаимно перпендикулярны, а соот-
ветственных или накрест лежащих углов параллельны. 

1.5. а) Четыре луча  имеют общую вершину. Лучи  и  
делят угол ( ) на три равные части. Докажите, что биссектриса угла 
( ) является также и биссектрисой угла ( ). 

dcba ,,, c d
ba,

,c d ,a b
б) Два угла имеют общую вершину. Стороны одного перпендику-

лярны сторонам другого. Найдите эти углы, если разность между ними 
равна прямому углу.  

1.6. а) Внутренние углы треугольника относятся как 1:2:3. Найдите 
меньший угол треугольника. 

б) Внутренние углы треугольника относятся как 2:3:5. Найдите 
внешний угол треугольника, смежный с меньшим углом. 

1.7. На плоскости проведены две прямые, пересекающиеся в точке 
. Пусть  произвольная точка плоскости, точки  и  симмет-

ричны  относительно данных прямых. Докажите, что угол  в 
два раза больше угла между прямыми. 

O −A 1A 2A
A 1 2A OA

1.8. На прямой MN  между точками M  и  выбрана точка  и 
проведены по одну сторону от  лучи ,  и . На луче  
выбрана точка 

N А
MN AB AC AD AB

K  и через нее проведена прямая, параллельная MN  и 
пересекающая лучи  и  соответственно в точках AC AD P  и E , так 
что PEPAKP == . Докажите, что ADAB⊥ . 
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1.9. На отрезке  взята точка . Через точки  и AB С A B  проведены 
по одну сторону от  параллельные лучи. На них отложены отрезки 

 и 
AB

ACAD = BCBE = . Точка  соединена отрезками прямых с точ-
ками 

C
D  и E . Докажите, что CEDC⊥ . 

1.10. а) На рис. 1 ,AB BD=  CD DE= , AC AE= . Докажите, что 
.  AEBD ||

б) На рис. 2 −AC  биссектриса угла BAM , ,CEAD =  ,BE BD=  
BDA BEC∠ =∠ . Докажите, что . BCAM ||

A E

D

C

B

A

M

C

B
E D

 
Рис. 1                                                     Рис. 2 

1.11. На прямой последовательно расположены точки: 
а)  и DCBA ,,, E  так, что длина отрезка  в 2 раза больше дли-

ны отрезка ,  на 3 см меньше , 
BC

AB CD BC DE  на 5 см меньше , а 
отрезок 

AB
AE  равен 40 см. Найдите длины отрезков .  DECDBCAB ,,,

б)  так, что DCBA ,,, 2,2,27 −===+ ABBCCDABBDAC . 
Найдите длину отрезка .  BC

1.12. Точка B  лежит на отрезке  и делит его в отношении 
. Найдите . 

AC
0: ≠= kBCAB ABAC :

1.13. Точки  лежат на одной прямой, причем  нахо-
дится между  и 

DCBA ,,, C
A D , а точка −B  между  и C . Известно, что  A

а) l
CD
BCk

BC
AB

== , . Найдите 
BD
AC

.  

б) l
BC
ACk

CD
AD

== , . Найдите 
BD
AB

. 

в) l
BC
ADk

BD
AC

== , . Найдите 
CD
AB

. 
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§ 2. Равенство и подобие фигур 
Уровень I 

2.1. а) На сторонах  и  параллелограмма  во внеш-
нюю сторону построены равносторонние треугольники  и . 
Докажите, что треугольник  также равносторонний.  

AB BC ABCD
ABM BCN

MND
б) Докажите, что прямые, соединяющие последовательно центры 

квадратов, построенных на сторонах параллелограмма и примыкающих 
к нему извне, образуют квадрат. 

2.2. Будут ли равны два треугольника, если у них соответственно:  
а) равны две стороны и угол не между ними; 
б) равны две стороны и угол не между ними при условии, что этот 

угол в одном из треугольников наибольший; 
в) равны сторона и два угла, один из которых – противолежащий 

стороне? 
2.3. Используя признаки равенства треугольников, выясните, будут 

ли равны два треугольника при указанных условиях: 
а) по двум сторонам и медиане к третьей стороне; 
б) по двум медианам и стороне;   в) по трем медианам. 
2.4. Докажите:  а) теорему о средней линии треугольника; 

     б) теорему о медианах треугольника. 
2.5. Докажите, что треугольник является равнобедренным, если 

равны длины двух его:  а) высот;   б) медиан. 
2.6. а) В треугольнике  точка  – середина стороны , 

 середина , 
ABC 1A BC

−1B AC −1C  середина . Докажите, что треугольники 
 и  подобны. Чему равен коэффициент подобия?  

AB
ABC 111 CBA

б) Через вершины треугольника  проведены прямые, парал-
лельные противолежащим сторонам. Найдите площадь треугольника, 
образованного этими прямыми, если площадь  равна 6.  

ABC

ABC
2.7. Можно ли утверждать, что четырехугольники подобны, если: 
а) соответствующие углы четырехугольников равны; 
б) соответствующие стороны четырехугольников пропорциональ-

ны? 
2.8. а) В трапеции проведена средняя линия. Верно ли, что две тра-

пеции, на которые она разбивает данную трапецию, подобны?  
б) В трапеции проведен отрезок, соединяющий середины основа-

ний. В каком случае он разбивает трапецию на подобные трапеции?  
2.9. Отрезок, параллельный основаниям трапеции, разбивает ее на 

две подобные трапеции. Найдите длину этого отрезка, если основания 
трапеции равны  и .  a b
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2.10. Два треугольника подобны с коэффициентом подобия . Чему 
равно отношение:  

k

а) соответственных медиан треугольника;  
б) соответственных высот;  
в) радиусов вписанных окружностей;  
г) площадей вписанных кругов;  
д) площадей треугольников;  
е) сумм квадратов сторон;  
ж) сумм кубов сторон?  
2.11. а) Высота треугольника равна 8 . Прямая, параллельная ос-

нованию треугольника, отсекает от него меньший треугольник, площадь 
которого равна половине площади данного треугольника. Найдите  вы-
соту меньшего треугольника.  

б) Основание треугольника равна 98 . Найдите длину отрезка 
прямой, параллельной основанию и делящей площади данного тре-
угольника пополам.  

2.12. а) Основание треугольника равно , высота равна . В тре-
угольник вписан квадрат так, что две его вершины лежат на основании 
треугольника, а две другие на боковых сторонах. Найдите длину сторо-
ны квадрата.  

a h

б) В равносторонний треугольник вписан квадрат так, что две его 
вершины лежат на основании треугольника, а две другие на боковых 
сторонах. Найдите площадь треугольника, если сторона квадрата равна 

)32(34 −⋅ .  

2.13. а) Стороны одного треугольника равны , другого , 
, причем . Могут ли треугольники быть подобны?  

cba ,, ,a b

1c cc ≠1
б) Пусть  параллелограмм, не являющийся прямоугольни-

ком. Докажите, что треугольники  и  не подобны.  
ABCD

ABD ACD

2.14. а) В трапеции   ABCD )||( BCAD −O  точка пересечения 
диагоналей. Через точку  проведена параллельно основаниям прямая, 
пересекающая ее боковые стороны  и в точках 

O
AB CD P  и  соответ-

ственно. Докажите, что 
Q

OQPO = .  
б) Докажите, что прямая, проходящая через точку пересечения диа-

гоналей трапеции и точку пересечения продолжений ее боковых сторон, 
проходит через середины оснований трапеции. 
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2.15. а) Наибольшие стороны двух подобных треугольников соот-
ветственно равны 40 и 16 см, а разность их периметров равна 60 см. 
Определите периметры этих треугольников. 

б) Площади двух подобных треугольников равны соответственно 20 
и 45, а разность их наибольших сторон равна 7. Найдите эти стороны. 

2.16. Докажите теорему о биссектрисе: 

а) внутреннего угла: биссектриса внутреннего угла треугольника 
делит противоположную сторону на отрезки, отношение которых 
равно отношению прилежащих к биссектрисе сторон. 

б) внешнего угла: биссектриса внешнего угла треугольника пере-
секает продолжение противоположной стороны в такой точке, 
отношение расстояний от которой до концов этой стороны равно 
отношению прилежащих сторон.  

2.17. а) В треугольнике  ABC 3=AB , 5=AC , 7=BC . Точка D , 
лежащая на стороне , одинаково удалена от сторон  и . 
Найдите длины отрезков 

BC AB AC
BD  и . DC

б) В треугольнике  на стороне  взята точка ABC BC D , одинаково 
удаленная от сторон  и . Известно, что площадь треугольника 

 в четыре раза больше площади треугольника . Найдите 
длину стороны , если 

AB AC
ABC ABD

AC 10=AB . 

2.18. а) На медиане BK  треугольника  взята точка  так, что ABC L

4BL
LK

= . Через точки  и  проведена прямая до пересечения со сто-

роной  в точке 

C L

AB M . Найдите отношение 
AM
MB

. 

б) На стороне  треугольника  взята точка  так, что AC ABC K
1
4

AK
KC

= . На отрезке BK  взята точка  так, что L 3
2

BL
LK

= . Через точки 

 и  проведена прямая до пересечения со стороной  в точке L C AB M . 

Найдите отношение 
AM
MB

. 
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Уровень II 

2.19. В треугольнике  ABC °=∠−∠ 90BC . Биссектриса внут-
реннего угла  пересекает  в точке , а биссектриса внешнего 
угла при вершине  пересекает продолжение  в точке . Докажи-
те, что биссектрисы  и  равны.  

A BC L
A BC 1L

AL 1AL
2.20. а) В треугольник со сторонами 10 см, 17 см и 21 см вписан 

прямоугольник с периметром 24 см так, что одна его сторона лежит на 
большей стороне треугольника. Найдите стороны прямоугольника.  

б) В треугольник  вписан прямоугольник  так, что ABC KLMN K  
и  лежат на стороне . Докажите, что площадь прямоугольника 

 наибольшая в случае, если сторона  делит высоту  
пополам. 

N BC
KLMN LM 1AA

2.21. а) На стороне  треугольника  взята точка AC ABC K  так, что 
. На отрезке 3:2: =KCAK BK  взята точка  так, что 

. Через точки  и  проведена прямая до пересечения 
со стороной  в точке 

L
7:5: =LKBL L C

AB M . Найдите отношение . MBAM :
б) В треугольнике  длины сторон ,  и  относятся 

как  соответственно. В каком соотношении делятся биссектрисы 
внутренних углов треугольника в точке их пересечения? 

ABC AB BC AC
5:4:2

2.22. а) В треугольнике  из вершин  и ABC A B  проведены отрезки 
 и AD BE , пересекающие стороны  и  в точках BC AC D  и E  соот-

ветственно. Известно, что в точке пересечения  эти отрезки делятся в 

отношении 

Q

y
QE
BQx

QD
AQ

== , . Найдите отношения 
EC
AE

 и 
DC
BD

. 

б) В треугольнике  отрезки  и ABC AD BE , проведенные из вер-
шин  и A B  к сторонам  и  соответственно, делятся в точке 

пересечения  в отношении 

BC AC

Q 7
5

AQ
QD

=  и 
3
4

BQ
QE

= . В каком отношении 

точки E  и D  делят стороны треугольника? 

2.23. В треугольнике  отрезок , проведенный из вершины 
 к стороне , делит в отношении 

ABC AD
A BC : 2BD DC : 3= . Из вершины B  
к стороне  проведен отрезок AC BE , пересекающий отрезок  в 
точке  так, что 

AD
Q QEBQ 2= . В каком отношении точка E  делит сто-

рону ? AC
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§ 3. Соотношения между элементами треугольника 
Уровень I 

3.1. а) Две стороны треугольника равны a и b . Определите, в каких 
пределах может изменяться третья сторона . с

б) Две стороны треугольника равны  и 2=a 3=b . Определите, ка-
кие значения может принимать медиана  к третьей стороне. Ответьте 
на поставленный вопрос для произвольных значений  и b .  

cm
a

3.2. С помощью циркуля и линейки постройте треугольник по:  
а) двум сторонам  и медиане ;  ca, bm
б) основанию  и медианам боковых сторон  и . a bm cm
3.3. Найдите углы треугольника, длины сторон которого равны:  
а) 3; 7; 12;         б) 2, 13 − , 6 ;            в) 3; 4; 5.  
г) Является ли треугольник со сторонами 10, 14 и 17 тупоугольным? 

3.4. а) В треугольнике  угол  равен  и ABC A °120 2: =ACAB . 
Найдите отношение . ACBC :

б) В треугольнике  угол  составляет , а отношение 
сторон 

ABC C °135
2:)13(: −=ACBC . Найдите угол B . 

3.5. а) Выведите формулу длины медианы  к стороне  через 
длины сторон треугольника .  

cm с
, ,a b c

б) Длины сторон треугольника равны 11, 12 и 13 см. Найдите длину 
медианы, проведенной к большей стороне. 

3.6. Докажите, что сумма квадратов медиан треугольника составля-
ет 75 % от суммы квадратов его сторон. 

3.7. Докажите, что в треугольнике большей стороне соответствует 
меньшая медиана. 

3.8. Две стороны треугольника равны 6 и 8, а медианы, проведенные 
к этим сторонам, взаимно перпендикулярны. Найдите третью сторону 
треугольника. 

3.9. Две стороны треугольника равны  и , угол между ними ра-
вен 

a b
ϕ . Выведите формулу длины биссектрисы  к третьей стороне. cl
3.10. а) Две стороны треугольника равны: 2=a  и 3=b . Определи-

те, в каких пределах лежит длина биссектрисы  к третьей стороне? 
Решите задачу для произвольных значений a и . 

cl
b
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б) В равнобедренном треугольнике основание и боковая сторона 
равны соответственно 5 и 20 см. Найдите длину биссектрисы при осно-
вании треугольника.  

3.11. Докажите, что в треугольнике большей стороне соответствует 
меньшая биссектриса. Выведите отсюда, что если биссектрисы тре-
угольника равны между собой, то треугольник равнобедренный. 

3.12. а) В остроугольном треугольнике  проведены высоты 
 и . Найдите , если 

ABC
AM BN MN ϕ=∠= CcAB , . 

б) В остроугольном треугольнике  проведены высоты  и 
. Найдите , если известно, что периметр треугольника  

равен 15, периметр треугольника  равен 9, а радиус окружности 
описанной около треугольника  равен 1,8.  

ABC AM
BN AB ABC

NCM
NCM

в) На стороне  треугольника  как на диаметре построена 
окружность, пересекающая стороны  и 

BC ABC
AB AC  в точках M  и . 

Найдите площадь треугольника , если площадь треугольника 
 равна , а 

N
AMN

ABC S α=∠BAC . 
3.13. Выведите формулу радиуса окружности: а) описанной около 

треугольника, а именно 
S

abcR
4

= ; б) вписанной в треугольник, а имен-

но: 
2Sr
P

= , где  и S −P  площадь и периметр треугольника. 

3.14. а) Длины сторон треугольника равны 7, 8 и 9. Найдите R  и r .  
б) В равнобедренном треугольнике боковая сторона равна 20, диа-

метр описанной окружности равен 25. Найдите радиус вписанной ок-
ружности. 

3.15. Стороны треугольника равны 4, 5, 6. Докажите, что наиболь-
ший угол треугольника вдвое больше наименьшего. 

Правильный треугольник 

3.16. а) Площадь правильного треугольника равна 39 . Найдите 
расстояние от середины высоты, опущенной на основание, до боковой 
стороны.  

б) Площадь правильного треугольника равна 348 . Найдите рас-
стояние между серединами медиан треугольника.  

3.17. Два правильных треугольника имеют общую среднюю линию. 
Найдите расстояние между центрами треугольников, если площади тре-
угольников равны 381 .  
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3.18. Докажите, что сумма расстояний от любой точки, взятой внут-
ри правильного треугольника, до его сторон в три раза больше радиуса 
вписанной в него окружности. 

Равнобедренный треугольник 
3.19. Докажите, что в остроугольном равнобедренном треугольнике 

сумма расстояний от любой точки основания до боковых сторон есть 
величина постоянная, равная высоте, проведенной к боковой стороне. 

3.20. а) Центр вписанной окружности делит высоту равнобедренно-
го треугольника, опущенную на основание, на отрезки 5 см и 3 см. Най-
дите стороны треугольника.  

б) Основание равнобедренного треугольника равно 24, а боковая 
сторона 15. Найдите радиусы вписанной и описанной окружностей. 

3.21. Длина основания равнобедренного треугольника равна , а 
величина угла при вершине 

a
α . Найдите длину биссектрисы, проведен-

ной к боковой стороне.  
Уровень II 

3.22. В треугольнике из вершины угла проведены биссектриса и вы-
сота. Докажите, что угол между ними равен полуразности двух других 
углов. 

3.23 Докажите, что в треугольнике биссектрисы двух внешних углов 
и третьего внутреннего, не смежного с ними, пересекаются в одной точ-
ке. 

3.25. Докажите, что в любом треугольнике:  
а) сумма квадратов биссектрис не больше квадрата его полупериметра; 
б) сумма квадратов высот не больше квадрата его полупериметра. 

3.26. В треугольнике  длина стороны  равна 4, 
, а радиус описанной окружности 2,2. Докажите, что длина 

высоты, опущенной из вершины C  на , строго меньше 

ABC AB
60CAB∠ = °

AB 2,2 3 . 
3.27. В треугольнике  сторона ABC 5=BC . Окружность проходит 

через вершины B  и  и пересекает сторону  в точке C AC K  так, что 
. Известно, что косинус угла  равен 1,3 == KACK ACB 54 . Найдите 

отношение радиуса данной окружности к радиусу окружности, вписан-
ной в треугольник ABK . 

3.28. В треугольнике  биссектриса ABC AK  перпендикулярна ме-
диане BM , а угол  равен . Найдите отношение площади 
треугольника  к площади описанного около него круга. 

ABC °120
ABC
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3.29. Определите косинус угла между высотой и медианой тре-
угольника, проведенными из вершины с углом β , если остальные углы 
треугольника равны α  и γ . 

3.30. В треугольнике  ABC 4=AB  см, 2=AC  см, 3=BC  см. 
Биссектриса угла  пересекает сторону  в точке BAC BC K . Прямая, 
проходящая через точку B  параллельно , пересекает продолжение 
биссектрисы 

AC
AK  в точке M . Найдите длину отрезка .  KM

Равносторонний треугольник 
3.31. Правильный треугольник , длина стороны которого рав-

на 3, вписан в окружность. Точка 
ABC

D  лежит на окружности, причем дли-
на хорды  равна AD 3 . Найдите длины хорд BD  и . CD

3.32. Равносторонний треугольник, площадь которого равна 1, по-
вернут около своего центра на угол  относительно своего первона-
чального положения. Найдите площадь, общую обеим положениям тре-
угольника. 

°30

3.33. На высоте равностороннего треугольника как на диаметре по-
строена окружность. Длина стороны треугольника равна . Найдите 
площадь той части треугольника, которая лежит вне данного круга. 

a

Равнобедренный треугольник 
3.34. Через точку внутри данного угла провести прямую, отсекаю-

щую от его сторон равные отрезки. 
3.35. а) В равнобедренном треугольнике длина основания равна , 

а угол при основании 
a

α . Найдите радиусы описанной около него и 
вписанной в него окружностей. 

б) Длина окружности, описанной около равнобедренного треуголь-
ника, в 3 раза больше длины окружности, вписанной в этот треугольник. 
Найдите косинус угла при основании треугольника. 

в) В равнобедренный треугольник с углом  вписана окруж-
ность. Найдите ее радиус, если площадь треугольника равна . 

120°
S

3.36. В равнобедренном треугольнике отношение боковой стороны 
к основанию равно 5 / . Найдите отношение радиуса вписанного в тре-
угольник круга к основанию треугольника. 

8

3.37. Восстановите равнобедренный треугольник:  
а) по основаниям трех его высот; б) по основаниям его высот к 

боковым сторонам и точке основания; в) по основаниям двух его 
высот и одной из вершин; г) по основанию одной из его высот и 
двум вершинам;   д) по серединам его сторон; е) по основаниям его 
биссектрис;   ж) по основаниям и длине высот к боковым сторонам. 
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§ 4. Прямоугольный треугольник 
Уровень I 

4.1. а) Длина одного катета прямоугольного треугольника на 10 см 
больше другого катета и на 10 см меньше длины гипотенузы. Найдите 
длину гипотенузы. 

б) Длина одного из катетов прямоугольного треугольника больше 
длины другого на 1 см. Найдите длину гипотенузы, если известно, что 
площадь треугольника равна 6 см2. 

4.2. а) Площадь прямоугольного треугольника равна 2 , а длина 
одного из катетов равна 1. Найдите длину гипотенузы. 

б) Найдите длину гипотенузы прямоугольного треугольника, пери-
метр которого равен 12 см, а площадь – 6 см2.  

в) Длины катетов прямоугольного треугольника относятся как 3:4, а 
площадь треугольника равна 24. Найдите длину высоты, опущенной на 
гипотенузу. 

4.3. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна , а острый 
угол . Найдите площадь этого треугольника. 

c
°60

4.4. а) Пусть  и  – катеты прямоугольного треугольника, – ги-
потенуза, ,  – проекции катетов на гипотенузу, – высота, опу-
щенная на гипотенузу. Докажите, что справедливы следующие 
соотношения: 

a b c
ac bc h

ba c⋅ch = , ba ccbcca ⋅=⋅= , .  
б) Найдите площадь прямоугольного треугольника, если проекции 

катетов на гипотенузу равны p  и . q
4.5. а) В прямоугольный треугольник с катетами ,  вписан квад-

рат, имеющий с треугольником общий прямой угол. Найдите периметр 
квадрата. 

a b

б) Высота прямоугольного треугольника, опущенная на гипотенузу, 
разбивает его на два треугольника, периметры которых равны  и . 
Найдите периметр исходного треугольника. 

1l 2l

4.6. а) Медиана, проведенная к гипотенузе прямоугольного тре-
угольника, равна  и делит прямой угол в отношении 1:2. Найдите 
стороны треугольника. 

m

б) Определите острые углы прямоугольного треугольника, если ме-
диана, проведенная из вершины прямого угла, делит его в отношении 
1:2. 

4.7. Найдите биссектрисы острых углов прямоугольного треуголь-
ника с катетами 24 и 18 см.  
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4.8. а) Точка на гипотенузе, равноудаленная от катетов, делит гипо-
тенузу на отрезки 30 и 40. Найдите длины катетов. 

б) В треугольнике  угол  – прямой, точки ABC A D  и E  – основа-
ния перпендикуляров, опущенных на катеты из точки  – центра опи-
санной около треугольника окружности. Площадь четырехугольника 

 равна 6. Найдите площадь треугольника . 

O

ADOE ABC

4.9. а) Гипотенуза прямоугольного треугольника делится вписанной 
окружностью на отрезки длиной 5 и 12. Вычислите катеты треугольни-
ка.  

б) В прямоугольный треугольник, периметр которого равен 36, впи-
сана окружность. Гипотенуза делится точкой касания в отношении 2:3. 
Найдите длину гипотенузы. 

в) Докажите, что площадь прямоугольного треугольника равна про-
изведению отрезков гипотенузы, на которые ее делит точка касания 
вписанной в треугольник окружности.  

4.10. а) Докажите, что сумма длин катетов прямоугольного тре-
угольника равна сумме длин диаметров вписанной и описанной окруж-
ностей.  

б) Докажите, что радиус вписанной в прямоугольный треугольник 

окружности выражается формулой: 
2

cbar −+
= , где −ba,  длины 

катетов, а  гипотенузы данного треугольника.  −c

4.11. а) Найдите площадь прямоугольного треугольника, если даны 
радиусы R  и r  описанного и вписанного в него кругов. 

б) Определите острые углы прямоугольного треугольника, если от-
ношение радиусов описанной и вписанной окружности равно 13 + . 

4.12. Найдите площадь пpямоугольного тpеугольника, пеpиметp ко-
тоpого составляет: 

а) )224(2 + , а синус одного из углов pавен 1/3. 

б) )53(2 + , а тангенс одного из углов pавен 2. 

4.13. Произвольная точка гипотенузы прямоугольного треугольника 
с катетами 24 и 7 соединена с вершиной прямого угла, из которой про-
ведены две медианы образовавшихся треугольников. Определите пло-
щадь треугольника, заключенного между медианами. 
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Уровень II 
4.14. В прямоугольном треугольнике  из вершины прямого уг-

ла проведена высота 
ABC

hCD = . Докажите, что hrrr =++ 21 , где 
 радиусы окружностей, вписанных в треугольники , 

 и  соответственно.  
−21 ,, rrr ABC

ACD CBD
4.15. Докажите, что треугольник является прямоугольным, если: 
а) медиана, проведенная к какой-либо стороне, равна половине этой 

стороны;  
б) для его медиан выполняется равенство . 222 5 cba mmm =+
4.16. С помощью циркуля и линейки постройте прямоугольный тре-

угольник: 
а) по сумме катетов и  гипотенузе; 
б) по сумме катетов и углу, лежащему против одного из катетов; 
в) по катету и сумме второго катета и гипотенузы; 
г) по гипотенузе и медиане одного из катетов.  

4.17. Медианы прямоугольного треугольника, проведенные к кате-
там, относятся как . Найдите углы треугольника. nm :

4.18. а) Высоты треугольника равны 12, 15 и 20 см. Докажите, что 
треугольник – прямоугольный. 

б) Числа  выражают длины высот треугольника. Докажите, 

что если 

321 ,, hhh
22

1 1

2 3
1h h

h h
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, то треугольник прямоугольный.  

4.19. Отношение катетов прямоугольного треугольника равно . 
Чему равно отношение проекций катетов на гипотенузу? 

k

4.20. а) Докажите, что биссектриса прямого угла в треугольнике де-
лит пополам угол между медианой и высотой, проведенными из верши-
ны прямого угла. 

б) Докажите, что если в некотором треугольнике биссектриса делит 
пополам угол между медианой и высотой, проведенными из этой же 
вершины, то треугольник прямоугольный. 

в) В треугольнике высота и медиана, проведенные из одной верши-
ны делят угол при этой вершины на три равные части. Докажите, что 
углы треугольника равны . 30 , 60 , 90° ° °

г) Найдите углы треугольника, если известно, что высота, биссек-
триса и медиана, проведенные из одной вершины, делят угол на четыре 
равные части. 
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4.21. В прямоугольном треугольнике  биссектриса ABC BE  прямо-
го угла B  делится центром  вписанной окружности в отношении O

2:3: =OEBO . Найдите тангенсы острых углов треугольника. 
4.22. Отрезок, соединяющий одну из вершин треугольника с точкой, 

взятой на противолежащей этой вершине стороне, делит данный тре-
угольник на два подобных треугольника с коэффициентом подобия 3 . 
Найдите углы данного треугольника. 

4.23. а) В прямоугольный треугольник с катетами  и  вписан 
квадрат так, что две его вершины лежат на катетах, а две другие на ги-
потенузе. Найдите сторону квадрата. 

a b

б) В прямоугольном треугольнике  расположен прямоуголь-
ник 

ABC
EKMP  так, что сторона EK  лежит на гипотенузе , а вершины BC

M  и P  – на катетах  и  соответственно. Длина катета  
равна 3  см, а катета  –  см. Найдите длины сторон прямоугольни-

ка 

AC AB AC
AB 4

EKMP , если его площадь равна , а периметр меньше  см. 25 / 3 см 9
4.24. а) Найдите площадь прямоугольного треугольника, периметр 

которого равен 12, а стороны образуют арифметическую прогрессию.  
б) Найдите периметр прямоугольного треугольника, площадь кото-

рого равна 24, а стороны образуют арифметическую прогрессию.  

4.25. В прямоугольном треугольнике  из вершины прямого уг-
ла  проведены биссектриса 

ABC
C aCL =  и медиана CM b= . Найдите 

площадь треугольника . ABC

4.26. Окружность касается большего катета прямоугольного тре-
угольника, проходит через вершину противолежащего острого угла и 
имеет центр на гипотенузе. Найдите ее радиус, если катеты равны  см 
и  см.  

3
4

4.27. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна  см. Опу-
щенная на нее высота равна см и служит диаметром окружности, 
делящей каждый из катетов на две части. Найдите эти части. 

25
12
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§ 5. Площадь треугольника 

Уровень I 
5.1. Может ли уменьшиться площадь треугольника при увеличении 

всех его сторон? 
5.2. Существует ли треугольник, у которого: 
а) все высоты меньше 1 см, а площадь больше 100 см2; 
б) две высоты больше 100 см, а площадь меньше 1 см2. 
5.3. В треугольнике, площадь которого равна 96 см2, длина стороны 

на 4 см меньше длины высоты, опущенной на эту сторону. Найдите 
длину этой высоты. 

5.4. а) Докажите, что стороны треугольника обратно пропорцио-
нальны опущенным на них высотам.  

б) Внутри равностороннего треугольника взята точка. Расстояния от 
этой точки до сторон треугольника равны . Найдите высоту тре-
угольника. 

cba ,,

5.5. Площадь треугольника равна . Найдите площадь другого тре-
угольника, вершины которого совпадают с серединами сторон исходно-
го треугольника. 

S

5.6. а) Площадь треугольника равна , где  и  – стороны. 
Найдите третью сторону треугольника. 

ab4,0 a b

б) В равнобедренном треугольнике один из углов равен , а его 
площадь равна 

°120
4 3 . Найдите длину боковой стороны треугольника.  

5.7. а) В треугольнике  проведены биссектрисы  и  
углов  и . Найдите отношение площадей треугольников 

 и , если 

ABC AD CF
BAC ACB

ABC AFD .20,28,21 === CBACAB   
б) Дан треугольник  площадью 1. На его медианах  и 

 взяты соответственно точки  так, что 
ABC BLAK ,

CM RQP ,, ,PKAP =  
1 ,
2

BQ QL=  
5
4

CR RM= . Найдите площадь треугольника . PQR

5.8. Найдите площадь треугольника, зная его сторону  и приле-
жащие к ней углы 

c
βα , . 

5.9. а) Площадь треугольника равна . Найдите площадь треуголь-
ника, составленного из его медиан. 

S

б) Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 12, 15 и 
21 см. 

5.10. а) В каком отношении делит площадь треугольника прямая, 
проходящая через середины двух его медиан?  
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б) Высоту треугольника разбили на три равные части и через точки 
деления провели прямые, параллельные основанию треугольника. Эти 
прямые разбили треугольник на 3 части. Известно, что площадь средней 
из частей равна 15. Найдите площадь треугольника.  

5.11. а) На сторонах  и  треугольника  взяты точки со-
ответственно 

AB BC ABC
M  и  так что , N 3:2: =MBAM 6:1: =NCBN . Най-

дите площадь треугольника , если площадь треугольника  
равна 42.  

MBN ABC

б) На сторонах  треугольника  соответственно 

взяты точки  так, что 

CABCAB ,, ABC

PNM ,, ABAM
3
1

= , BCBN
4
1

= , CACP
5
1

= . 

Найдите площадь треугольника , если площадь  равна . MNP ABC S

5.12. а) В треугольнике  проведены высоты  и . Най-
дите площадь треугольника , если площадь  равна  и 

ABC AM BN
CMN ABC S

ϕ=∠C .  
б) На стороне BC  треугольника  как на диаметре построена 

окружность, пересекающая стороны  и  в точках  и . Най-
дите площадь треугольника , если площадь треугольника  
равна , а 

ABC
AB AC K L

AKL ABC
S α=∠CAB . 

5.13. В треугольнике  ABC 7BC = , 6AB = , 5AC = . Биссектриса 
угла  пересекает сторону  в точке C AB D . Найдите площадь тре-
угольника . ADC

Уровень II 
5.14. Через некоторую точку, взятую внутри треугольника, проведе-

ны три параллельные прямые, соответственно параллельные сторонам 
треугольника. Эти прямые разделяют треугольник на шесть частей, из 
которых три – треугольники с площадями 34969 см2, 70756 см2 и 88209 
см2. Вычислите площадь данного треугольника.  

5.15. Найдите площадь треугольника, если известно, что 6=bm  
см, , °=∠ 45A °=∠ 15B .  

5.16. Две высоты треугольника равны: 3,2 21 == hh . В каких пре-
делах лежит третья высота? Решите эту задачу для произвольных значе-
ний  и . 1h 2h
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5.17. Площадь треугольника  равна , ABC S α=∠CAB , 
β=∠ABC , γ=∠ACB . Определите высоты треугольника.  

5.18. Стороны  и  треугольника  разделены точ-
ками  и 

BCAB, CA ABC
NM , P  в одном и том же отношении так, что 

PACPNCBNMBAM ::: == . Найдите это отношение, если извест-
но, что площадь MNP  составляет 0,28 площади . ABC

5.19. Дан треугольник , в котором угол ABC B  равен , °30 4=AB  
см, см. Биссектриса угла 6=BC B  пересекает сторону  в точке AC
D . Определите площадь треугольника . ABD

5.20. В треугольнике  на стороне  взята точка ABC AC K  так, что 
, а на стороне  взята точка  так, что 

. Пусть  – точка пересечения прямых 
3,1 == KCAK AB L

3:2: =LBAL Q BK  и . 
Площадь треугольника  равна . Найдите длину высоты тре-
угольника , опущенной из вершины 

CL
AQC 1

ABC B . 

5.21. В треугольнике , площадь которого равна , проведены 
биссектриса  и медиана 

ABC S
CE BD , пересекающиеся в точке . Найдите 

площадь четырехугольника , если 
O

ADOE aBC =  и bAC = . 

5.22. Дан треугольник . На стороне  взята точка ABC BC P , а на 
стороне  взята точка AC M  так, что °=∠=∠ 45BMAAPB . Отрезки 
AP  и BM  пересекаются в точке . Известно, что площади треуголь-
ников  и  равны, 

O
BOP AOM 1=BC  см, 2/1=BO  см. Найдите 

площадь треугольника . ABC

5.23. Окружность радиуса R  проходит через вершины  и A B  тре-
угольника  и касается прямой  в точке . Найдите площадь 
треугольника , зная, что 

ABC AC A
ABC β=∠ABC  и α=∠CAB . 

5.24. В треугольнике  известны стороны: ABC 6=AB  см, 4=BC  
см,  см. Биссектриса угла  пересекает сторону  в точке 8=AC C AB
D . Через точки  проведена окружность, пересекающая сторону 

 в точке 
CDA ,,

BC E . Найдите площадь треугольника . ADE

5.25. В треугольнике  известны сторона ABC 3=AC , угол 
 и радиус описанной окружности °= 30BAC 2=R . Докажите, что 

площадь треугольника  строго меньше 3. ABC
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5.26. а) В треугольнике  угол  – прямой, точки ABC A D  и E  – 
основания перпендикуляров, опущенных на катеты из центра описанной 
около треугольника окружности (точка ). Площадь четырехугольника 

 равна 6. Найдите площадь треугольника .  
O

ADOE ABC
б) В треугольнике  угол  – прямой, точки ABC A D  и E  – основа-

ния перпендикуляров, опущенных на катеты из центра описанной около 
треугольника окружности (точка ). Найдите площадь четырехуголь-
ника , если площадь треугольника  равна 12.  

O
ADOE ABC

5.27. а) В треугольнике стороны ,  и  соответст-
венно равны 8, 12 и 16. Биссектриса  и медиана 

ABC AB BC AC
AL BK  пересекаются в 

точке . Найдите площадь четырехугольника . O KOLC
б) Найдите площадь параллелограмма , если известно, что 

площадь четырехугольника  равна 4. Точка 
ABCD

KNOD K – середина сто-
роны , точка  – точка пересечения диагоналей параллелограмма 

, и  – точка пересечения отрезка 
AD O

ABCD N BK  и диагонали .  AC

5.28. а) В треугольнике , площадь которого равна , на сто-

роне  взята точка 

ABC 5

AB K , делящая эту сторону в отношении 
2
3

AK
BK

= , а 

на стороне  – точка , делящая ее в отношении AC L 5
8

AL
AC

= . Точка Q  

пересечения прямых  и CK BL  удалена от прямой  на расстояние 
1. Найдите длину стороны .  

AB
AB

б) В треугольнике  на стороне  взята точка ABC AC K  так, что 

, а на стороне  взята точка  так, что 3,1 == KCAK AB L 2
5

AL
AB

= . 

Площадь треугольника , где  – точка пересечения прямых AQC Q BK  
и , равна 2. Найдите длину высоты треугольника , опущенной 
из вершины 

CL ABC
B . 

5.29. В треугольнике  на стороне  взята точка ABC AC K , а на 
стороне  – точка BC M  так, что : 5, : 5 :KMC AKMBCK KA S S 6= = . 
Найдите . MBCM :

5.30. Найдите площадь треугольника, если известно, что стороны 
треугольника, построенного на основаниях его высот, равны 8, 15, 17. 
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§ 6. Окружности 
I уровень 

Вписанные углы, центральные углы 

6.1. Треугольник ABC вписан в окружность с центром O, причем 
точка  лежит внутри треугольника. Найдите величину угла O BAC , 
если , а 130AOC∠ = ° 140AOB∠ = ° . 

6.2. В треугольнике ABC точка O – центр описанной окружности. 
Найдите величину угла OAB , если 30OAC∠ = ° , а 10OCB∠ = ° . 

6.3. Трапеция вписана в круг. Основания трапеции стягивают дуги в 
80° и 100°. Какой величины дуги стягивают боковые стороны трапе-
ции? 

6.4. Основание треугольника является диаметром окружности, бо-
ковые стороны отсекают от нее дуги в 50° и 64°. Найдите угол при 
вершине треугольника. 

6.5. Треугольник ABC вписан в окружность с центром O. Найдите 
, если ∠ A = 63° , ∠ B =100°. AOB∠

6.6. В окружность радиуса R вписан треугольник с углами 15° и 
60°. Найдите площадь треугольника. 

6.7. Сторона правильного треугольника, вписанного в окружность, 
равна a. Вычислите площадь квадрата, вписанного в ту же окружность. 

6.8. Найдите площадь равнобедренной трапеции, если ее высота 
равна h, а боковая сторона видна из центра описанной окружности под 
углом 60°. 

Хорды окружности; касательные и секущие к окружности 

6.9. Хорда окружности, стягивающая дугу в 60°, равна a. Найдите 
длину хорды, стягивающей дугу в 90°. 

6.10. Хорда окружности, стягивающая дугу в 30°, равна a. Найдите 
длину хорды, стягивающей дугу в 150°.  

6.11. Найдите длину общей хорды двух окружностей, если радиусы 
окружностей равны 2 и 3, а расстояние между центрами равно 4. 
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6.12. В окружности перпендикулярно диаметру AB проведена хорда 
CD. Точка их пересечения делит диаметр на отрезки 18 и 32. Найдите 
длину хорды CD. 

6.13. В круге дана точка на расстоянии 15 от центра. Через эту точ-
ку проведена хорда, которая делится ею на две части, равные 7 и 25. 
Найдите радиус круга. 

6.14. Расстояние от точки P до центра окружности радиуса 11 равно 
7. Через эту точку проведена хорда длиной 18. Найдите длины отрез-
ков, на которые хорда делится точкой P.  

6.15. Из одной точки окружности проведены две хорды длиной 9 и 
17. Найдите радиус окружности, если расстояния между серединами 
хорд равно 5. 

6.16. Хорда окружности равна 10. Через один конец хорды проведе-
на касательная к окружности, а через другой конец – секущая, парал-
лельная касательной. Определите радиус окружности, если внутренний 
отрезок секущей равен 12.  

6.17. Через точку , лежащую на расстоянии 2r от центра окруж-

ности радиуса r, проведена прямая на расстоянии 

A

2
r

 от центра окруж-

ности, пересекающая окружность в точках B и С. Найдите AB и AC.  
6.18. Точка находится внутри круга радиусом 6 и делит проходя-

щую через нее хорду на отрезки длиной 5 и 4. Найдите расстояние от 
точки до окружности.  

Комбинации фигур и окружностей 
6.19. Дан квадрат, две вершины которого лежат на окружности ра-

диуса R, а две другие – на касательной к этой окружности. Найдите 
длину стороны квадрата. 

6.20. Три окружности имеют радиусы 6, 7, 8 и попарно касаются 
друг друга. Найдите площадь треугольника с вершинами в центрах ок-
ружностей.  

6.21. Окружность, вписанная в треугольник ABC, касается его сто-
рон AB, BC, AC в точках M, N и P соответственно. Найдите угол 
MPN , если , 80A∠ = ° 70C∠ = ° . 

6.22. Три круга касаются внешним образом. Расстояния между цен-
трами кругов равны 7, 8, 9. Найдите радиусы кругов.  
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6.23. В полуокружность с радиусом 5  вписан квадрат так, что две 
его вершины лежат на диаметре, а две другие на дуге полуокружности. 
Найдите длину стороны квадрата.  

6.24. В сегмент круга, дуга которого содержит 120°, вписан квадрат 
со стороной 219 − . Найдите радиус круга.  

6.25. В прямоугольном треугольнике точка касания вписанной ок-
ружности делит гипотенузу на отрезки 5 и 12 см. Найдите катеты тре-
угольника. 

6.26. Площадь равностороннего треугольника, вписанного в окруж-
ность, равна . Найдите радиус окружности. 2Q

6.27. Каждая из трех равных окружностей радиуса r касается двух 
других. Найдите площадь треугольника, образованного общими внеш-
ними касательными к этим окружностям.  

6.28. К окружности, вписанной в равнобедренный треугольник с ос-
нованием 12 см и высотой 8 см, проведена касательная, параллельная 
основанию. Найдите длину отрезка этой касательной, заключенного 
между сторонами треугольника. 

Площадь круга, длина окружности, части круга 

6.29. Найдите площадь кругового кольца, заключенного между дву-
мя концентрическими окружностями, длины которых равны  и  
( ).  

1C 2C
1 2C C>

6.30. Хорда круга, стягивающая дугу в 150°, делит круг на части, 
площадь меньшей из которых равна 35 −π . Найдите площадь большей 
части. 

6.31. Общей хордой двух кругов стягиваются дуги в 60° и в 120°. 
Найдите отношение площадей этих кругов. 

6.32. В сектор круга радиуса R с центральным углом α  вписан 
квадрат так, что две вершины квадрата лежат на одном из радиусов сек-
тора, а две другие – на другом радиусе и дуге сектора соответственно. 
Найдите сторону квадрата. 

6.33. Дано круговое кольцо, площадь которого равна Q. Определите 
длину хорды большего круга, являющуюся касательной к меньшему. 

6.34. Найдите сторону квадрата, вписанного в круг, площадь кото-
рого равна 64 см . 2
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6.35. Через концы хорды, делящей длину окружности радиуса r в 
отношении 1:2, проведены касательные. При каком значении r площадь 
треугольника, образованного хордой и касательными, равна 312 ? 

6.36. В сектор с центральным углом 60° вписан круг. При каком ра-
диусе сектора площадь вписанного круга равна π ?  

6.37. В сектор  с радиусом R и углом 90° вписана окружность, 
касающаяся отрезков OA, OB и дуги AB. Найдите радиус окружности.  

AOB

6.38. Сторона равностороннего треугольника, вписанного в окруж-
ность, равна a. Вычислите площадь отсекаемого сегмента. 

II уровень 

Вписанные углы 

6.39. В треугольнике ABC 8A∠ = ° , . Найдите угол, под 
которым видна медиана 

10C∠ = °
BM  из центра описанной окружности? 

6.40. Через вершину угла A проведена окружность, пересекающая 
его стороны в точках M и N. Биссектриса этого угла пересекает окруж-
ность в точке P. Найдите радиус этой окружности, если 1AM = , 

, . 2AN = 4AP =
6.41. Хорда AD некоторой окружности делит пополам угол между 

хордой AC и диаметром AB. Вычислите длину хорды AD, если 3AB = , 
AC = 1. 

6.42. Две окружности пересекаются в точках A и B. Через точку A 
проведены хорды AC и AD, касающиеся данных окружностей. Найдите 

отношение :BC BD , если 
3
2

AC
AD

= . 

6.43. Окружность касается сторон угла с вершиной в точке O в точ-
ках A и B. На этой окружности внутри треугольника  взята точка 
C. Расстояния от точки C до прямых OA и OB равны соответственно a 
и b. Найдите расстояние от точки C до прямой AB. 

AOB

6.44. В окружность вписан четырехугольник с углами 120°, 90°, 
60°, 90°. Площадь четырехугольника равна 39 см , а его диагонали 
взаимно перпендикулярны. Найдите радиус окружности.  

2
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Хорды окружности, касательные и секущие к окружности 

6.45. Из точки A, не лежащей на окружности, проведены к ней каса-
тельная и секущая. Расстояние от точки A до точки касания равно 16, а 
до одной из точек пересечения секущей с окружностью равно 32. Най-
дите радиус окружности, если секущая удалена от ее центра на расстоя-
ние, равное 5.  

6.46. Из внешней точки к окружности проведены секущая, длиной 
12, и касательная, длина которой составляет 2/3 длины внутреннего 
отрезка секущей. Найдите длину касательной. 

6.47. В окружности радиуса R проведена хорда, равная R/2. Через 
один конец хорды проведена касательная к окружности, а через другой 
– секущая, параллельная касательной. Найдите расстояние между каса-
тельной и секущей. 

6.48. В некоторый угол вписана окружность радиуса 5. Длина хор-
ды, соединяющей точки касания равна 8. К окружности проведены две 
касательные, параллельные хорде. Найдите стороны образовавшейся 
трапеции.  

6.49. В окружности радиуса R проведены две пересекающиеся пер-
пендикулярные хорды AB и CD. Докажите, что . 222 4RBDAC =+

6.50. В окружности пересекающиеся хорды AB и  перпендику-
лярны, AD = m, BC = n. Найти диаметр окружности. 

CD

6.51. Диаметр CD параллелен хорде AB той же окружности. Найди-
те длину хорды AB, если AC b=  и BC a=  ( a ). b>

6.52. В окружности проведены хорды MA = 6, MB = 4 и MC = 1. 
Хорда MB делит угол  пополам. Найдите радиус окружности. AMC

6.53. В окружности проведены хорды AB и AC, причем AB = 2 см, 
AC = 1 см, ∠ CAB = 120°. Найдите длину той хорды окружности, ко-
торая делит угол CAB пополам.  

6.54. Расстояние между центрами двух окружностей равно 5r. Одна 
из окружностей имеет радиус r, а вторая – 7r. Хорда большей окружно-
сти касается меньшей окружности и делится точкой касания в отноше-
нии 1:6. Найдите длину этой хорды. 
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Комбинации фигур и окружностей 

6.55. Три окружности радиуса R касаются друг друга. Найдите ра-
диус окружности, касающейся трех данных окружностей. 

6.56. Три круга радиусов r, 
2
3 r, 

2
3 r расположены на плоскости так, 

что каждые два из них касаются друг друга внешним образом. Опреде-
лите радиус круга, в который вписана система трех кругов.  

6.57. Окружность касается двух смежных сторон квадрата и делит 
каждую из двух других сторон на отрезки, равные 2 и 23. Найдите ра-
диус окружности.  

6.58. Стороны треугольника равны 12, 15 и 18. Окружность с цен-
тром на большей стороне касается двух других сторон. На отрезки ка-
кой длины делит центр окружности сторону треугольника? 

6.59. На основании BC трапеции , как на диаметре, построе-
на окружность, которая проходит через середины диагоналей трапеции 
и касается основания AD. Найдите углы трапеции. 

ABCD

6.60. В окружность радиуса R вписан равнобедренный треугольник, 
у которого сумма длин основания и высоты равна диаметру окружно-
сти. Найдите высоту этого треугольника.  

6.61. Две окружности равного радиуса касаются в точке С внешним 
образом. Кроме того, каждая из них касается третьей окружности ра-
диуса 6,5 в точках A и B соответственно. Найдите площадь треугольни-
ка ABC, если AB = 5 и касание с третьей стороной:  

а) внешнее; б) внутреннее. 

6.62. Две окружности радиуса 32 с центрами  и , пересекаясь, 
делят отрезок  на три равные части. Найдите радиус окружности, 
которая касается изнутри обеих данных окружностей и касается отрезка 

. 

1O 2O

21OO

21OO

6.63. В окружность радиуса R вписан равнобедренный треугольник 
ABC (AB = BC) с углом BAC , равным α. Найдите радиус окружности, 
вписанной в треугольник ABC.  

6.64. В полукруг радиуса R вписан круг радиуса / 2R , а в остав-
шуюся часть полукруга вписан круг, касающийся окружности радиуса 
R, круга радиуса / 2R  и диаметра полукруга. Найдите радиус последне-
го круга, если R = 4.  
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Площадь круга, длина окружности, части круга 

6.65. Выведите формулу длины дуги окружности и площади криво-

линейного сектора: αRl = , 21
2

S R α=  (здесь α  – центральный угол, 

измеряемый в радианах). 

6.66. Круг разделен на два сегмента хордой, равной длине стороны 
правильного вписанного в круг треугольника. Найдите отношение пло-
щадей этих сегментов. 

6.67. В сектор круга радиуса R с центральным углом α  вписан 
круг. Найдите его радиус. 

6.68. В сектор круга радиуса R с центральным углом α  вписан 
квадрат так, что две вершины квадрата лежат на дуге сектора, а две дру-
гие – на радиусах. Найдите сторону квадрата. 

6.69. Хорда некоторой окружности равна a, а хорда удвоенной дуги 
равна b. Найдите радиус окружности. 

6.70. Найдите радиус круга, в сегмент которого, соответствующий 
хорде длиной 6 см, вписан квадрат со стороной 2 см.  

6.71. Окружности с радиусами R и 3R касаются друг друга внешним 
образом. К ним проведена общая внешняя касательная. Найдите пло-
щадь криволинейного треугольника, образованного этой касательной и 
дугами окружностей. 

6.72. Определите площадь сегмента, если его периметр равен p, а 
дуга содержит 120°.  

6.73. Периметр сектора равен 28 см, а его площадь равна 49 см . 
Определите длину дуги сектора.  

2
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§ 7. Трапеция 
Уровень I 

7.1. Докажите, что биссектрисы углов, прилегающих к боковой сто-
роне трапеции пересекаются под прямым углом и точка их пересечения 
лежит на средней линии трапеции. 

7.2. Докажите, что трапеция является равнобедренной, если: 
а) ее диагонали равны между собой; 
б) точка пересечения диагоналей находится на одинаковом расстоя-

нии от боковых сторон. 
7.3. Докажите, что в любой трапеции следующие четыре точки ле-

жат на одной прямой: середины оснований, точка пересечения диагона-
лей и точка пересечения продолжений боковых сторон. 

7.4. а) В трапеции  ( ) ABCD ||AD BC AB c= , а расстояние от се-
редины стороны  до прямой  равно . Найдите площадь тра-
пеции. 

CD AB d

б) Докажите, что в любой трапеции площадь треугольника, основа-
нием которого служит одна из непараллельных сторон, а вершиной – 
середина противоположной стороны, равняется половине площади тра-
пеции. 

7.5. а) В трапеции диагонали равны 7, высота – 13 , а меньшее ос-
нование – 5. Найдите длины боковых сторон этой трапеции. 

б) Одна из диагоналей равнобедренной трапеции разбивает ее на 
два треугольника, площади которых равны 8 и 20. Найдите длины боко-
вых сторон трапеции, если известно, что длина средней линии равна 7. 

7.6. а) Основания трапеции относятся, как 1:3, а средняя линия рав-
на 4. Одна из боковых сторон трапеции составляет с большим основа-
нием угол 60  и равна 4. Найдите длину другой боковой стороны. °

б) Боковые стороны трапеции образуют с нижним основанием углы 
. Высота трапеции равна °60 2 3 , а средняя линия – 8. Найдите длины 

оснований трапеции.  

7.7. а) В трапеции длины оснований равны 3 и 6 см, а длины диаго-
налей – 7 и 8 см. Найдите площадь трапеции.  

б) В равнобочной трапеции  основания ABCD 9, 7AD BC= = , а 
диагональ 10=AC . Определите площадь трапеции.  

7.8. а) В трапеции  длина основания  равна  м, а длина 
основания  равна  м. Длины боковых сторон  и  равны 
м. Найдите длину диагонали трапеции.  

ABCD AD 2
BC 1 AB CD

1
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б) Основание  трапеции  вдвое длиннее основания  
и вдвое длиннее боковой стороны . Длина диагонали  равна , 
а длина боковой стороны  равна . Найдите площадь трапеции. 

AB ABCD CD
AD AC a

BC b

7.9. а) Найдите площадь трапеции, основания которой равны 4 и 18, 
а боковые стороны 13 и 15.  

б) Найдите площадь трапеции, основания которой равны 7 и 13, а 
боковые стороны равны 5.  

7.10. а) Основания трапеции равны 1  и  см. Найдите длину отрез-
ка прямой, которая параллельна основаниям и делит площадь трапеции 
пополам.  

7

б) Основания трапеции равны 3 и 7. Длина отрезка, соединяющего 
боковые стороны и параллельного основаниям, равна 6. В каком отно-
шении этот отрезок делит площадь трапеции?  

в) Диагональ трапеции делит ее площадь в отношении 1:2. В каком 
отношении делит площадь трапеции средняя линия? 

7.11. а) Найдите длину отрезка, отсекаемого боковыми сторонами от 
прямой, параллельной основаниям трапеции и проходящей через точку 
пересечения диагоналей, если основания трапеции равны 6 и 12 см.  

б) Основания трапеции равны  и . Найдите длину отрезка с 
концами на боковых сторонах трапеции, параллельного основаниям и 
проходящего через точку пересечения диагоналей. 

a b

7.12. а) Докажите, что отрезок, соединяющий середины диагоналей 
трапеции, параллелен ее основаниям. Найдите длину этого отрезка, если 
основания трапеции равны  и  ( ).  a b a b>

б) В трапеции  с основаниями ABCD AD a=  и BC b=  парал-
лельно основаниям проведена прямая, пересекающая сторону  в 
точке , диагональ в точке , диагональ 

AB
P AC L BD  в точке R  и сторону 

 в точке . Найдите , если известно, что CD Q PQ PL LR= . 
7.13. В трапеции диагонали равны 3 и 5, а отрезок, соединяющий 

середины оснований, равен 2. Найдите площадь трапеции.  
7.14 а) Докажите, что если боковые стороны трапеции перпендику-

лярны, то сумма квадратов ее оснований равна сумме квадратов диаго-
налей. 

б) Основания трапеции равны  и b , продолжения боковых сторон 
пересекаются под прямым углом. Найдите длину отрезка, соединяюще-
го середины оснований.  

a
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7.15. а) Диагонали равнобочной трапеции пересекаются под прямым 
углом. Найдите площадь трапеции, если ее основания равны 24 и 40.  

б) Известно, что диагонали равнобедренной трапеции взаимно пер-
пендикулярны и точкой пересечения делятся в отношении 1:3, а длина 
боковой стороны равна 2 10 . Найдите длину средней линии трапеции. 

7.16. а) В равнобедренной трапеции средняя линия равна , а диа-
гонали взаимно перпендикулярны. Вычислите площадь трапеции. 

m

б) В прямоугольной трапеции диагонали взаимно перпендикулярны, 
а основания относятся, как . Найдите отношение ее диагоналей. :m n

7.17. Пусть  – трапеция с основаниями  и ABCD AD BC , а O −  
точка пересечения ее диагоналей. Докажите утверждения: 

а) треугольники BCO  и  подобны; AOD
б) треугольники OAB  и  равновелики (их площади равны). OCD

7.18. а) В трапеции  с основаниями ABCD AD a=  и BC b=  диа-
гонали  и AC BD  пересекаются в точке M . Найдите площади тре-
угольников , ABM BCM ,  и , если площадь трапеции 

 равна . 
CMD AMD

ABCD S
б) В трапеции  основания ABCD 6AD = , 2BC = , а O −  точка 

пересечения диагоналей. Найдите площадь треугольника , если 
площадь треугольника 

OCD
BCO  равна 2.  

7.19. а) В трапеции  стороны ABCD BC  и  параллельны, 
 и 

AD
2BC = 3AD = . Прямая, параллельная стороне , делит площадь 

трапеции пополам. Определите, в каком отношении эта прямая делит 
сторону 

CD

BC . 
б) В трапеции  углы  и ABCD A D  при основании  соответст-

венно равны  и . Точка 
AD

60° 30° N  лежит на основании BC , причем 
. Точка :BN NC = 2 M  лежит на основании , прямая AD MN  пер-

пендикулярна основаниям трапеции и делит ее площадь пополам. Най-
дите отношение . :AM MD

7.20. В трапеции  длина большего основания AD равна , ABCD a
ABBDBCABCDBC ⊥=⊥ ,, . Найдите стороны трапеции. 

7.21. Дан равнобедренный треугольник с основанием 12 и боковой 
стороной 18. Отрезки какой длины надо отложить от вершины тре-
угольника на его боковых сторонах, чтобы, соединив их концы, полу-
чить трапецию с периметром, равным 40?  
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Вписанная трапеция 

7.22. Трапеция  с основаниями ABCD AD b=  и BC a=  и углом 
, равным CAD α , вписана в окружность. Найдите радиус окружности. 

7.23. Основания равнобочной трапеции равны 12 и 20, а центр опи-
санной около нее окружности лежит на основании. Найдите диагональ и 
боковую сторону трапеции. 

7.24. В окружность радиуса R  вписана трапеция, у которой нижнее 
основание в 2 раза больше каждой из остальных сторон. Найдите пло-
щадь трапеции. 

Описанная трапеция 
7.25. а) В равнобочной трапеции, описанной около окружности, ос-

нования равны 7 и 13. Найдите боковую сторону.  
б) В равнобочную трапецию, длины оснований которой равны  и 

, вписана окружность. Найдите длину диагонали трапеции. 
a

b
7.26. а) Около круга площадью π4  описана равнобочная трапеция, 

боковая сторона которой равна 7. Найдите площадь трапеции.  
б) Около круга площадью π16 описана трапеция, боковые стороны 

которой равны 9 и 13. Найдите площадь трапеции.  

7.27. Около окружности радиуса 1 описана прямоугольная трапеция 
площадью 9. Вычислить длину большего основания трапеции. 

7.28. а) Известно, что в равнобочную трапецию с углом при основа-
нии  можно вписать круг радиуса°60 3 . Найдите площадь трапеции. 

б) В прямоугольную трапецию вписана окружность радиуса 3. Най-
дите площадь трапеции, если ее меньшее основание равно 4.  

7.29. а) Около круга описана трапеция, периметр которой равен 12 
см. Найдите среднюю линию трапеции.  

б) Трапеция описана около окружности. Найдите отношение длины 
средней линии трапеции к ее периметру.  

7.30. Около круга описана трапеция с углами при основании α  и 
β . Найдите отношение площади трапеции к площади круга. 
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Уровень II 

7.31. Основание  трапеции  является диаметром окруж-
ности радиуса 2. Прямая, содержащая среднюю линию трапеции, пере-
секает окружность в точках 

AD ABCD

M  и . Найдите длину отрезка , ес-
ли 

N MN
2=== СDBCAB . 

7.32. Найдите основания трапеции, если ее боковые стороны равны 
25 и 39, а диагонали 1594  и 743 . 

7.33. Докажите, что если отрезок, соединяющий середины противо-
положных сторон четырехугольника, равен полусумме других сторон, 
то этот четырехугольник параллелограмм или трапеция. 

7.34. Докажите, что во всякой трапеции сумма квадратов длин диа-
гоналей равна сумме квадратов длин непараллельных сторон и удвоен-
ного произведения длин оснований.  

7.35. а) Длины боковых сторон трапеции равны 3 и 5. Известно, что 
в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия трапеции делит 
ее на две части, отношение площадей которых равно 5:11. Найдите дли-
ны оснований трапеции.  

б) Длина средней линии равнобочной трапеции равна 5. Известно, 
что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия трапеции 
делит ее на две части, отношение площадей которых равно 7:13. Найди-
те длину высоты трапеции.  

7.36. В равнобедренной трапеции с острым углом α  при основании 
окружность, построенная на боковой стороне как на диаметре, касается 
другой боковой стороны. В каком отношении она делит большее осно-
вание трапеции? 

7.37. Площадь трапеции  равна 6. ABCD E −  точка пересечения 
продолжений боковых сторон. Через точку E  и точку пересечения диа-
гоналей проведена прямая, пересекающая меньшее основание BC  в 
точке , а большее основание  в точке . Точка P AD Q F  лежит на от-
резке EC , причем : :EF FC EP EQ 1:3= = . Найдите площадь тре-
угольника EPF . 

7.38. В трапеции  основание  вдвое больше основания 
, угол  равен , угол 

ABCD AD
BC A 45° D  равен . На диагоналях трапеции 
как на диаметрах построены окружности, пересекающиеся в точках 

60°
M  

и . Хорда  пересекает основание  в точке N MN AD E . Найдите от-
ношение длины отрезка  к длине отрезка AE ED . 
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7.39. Основания равнобочной трапеции относятся как 3:2. На боль-
шем основании, как на диаметре, построена окружность, высекающая 
на меньшем основании отрезок, равный половине этого основания. Оп-
ределите отношение, в котором окружность делит боковые стороны 
трапеции?  

7.40. В трапеции  стороны  и  параллельны, 
. На сторонах  и  взяты соответственно точки 

ABCD BC AD
2AD BC= AB AD M  и 

N , такие, что 2, 1BM AN
MA ND

= = . Зная, что площадь трапеции равна , 

определите площадь треугольника . 

S

MNC
7.41. Дана равнобочная трапеция, в которую вписана окружность и 

около которой описана окружность. Отношение высоты трапеции к ра-
диусу описанной окружности равно 2 / 3 . Найдите углы трапеции. 

7.42. На боковых сторонах  и KL MN  равнобочной трапеции 
 выбраны соответственно точки  и  так, что отрезок  

параллелен основаниям трапеции. Известно, что в каждую из трапеций 
 и  можно вписать окружность, и радиусы этих окруж-

ностей равны 

KLMN P Q PQ

KPQN PLMQ
R  и  соответственно. Найдите основания  и . r LM KN

7.43. В трапеции  (ABCD AD BC ) диагонали  и AC BD  пере-
секаются в точке E . Около треугольника ECB  описана окружность. 
Касательная к этой окружности в точке E  пересекает прямую  в 
точке 

AD
F  так, что точки  и ,A D F  лежат последовательно на этой 

прямой. Известно, что ,AF a=  AD b= . Найдите длину отрезка EF . 

7.44. На боковой стороне  трапеции  взята такая точка AB ABCD
M , что : 2AM BM : 3= . На противоположной стороне  взята та-
кая точка 

CD
N , что отрезок MN  делит трапецию на части, одна из кото-

рых по площади втрое больше другой. Найдите отношение 
CN
DN

, если 

1
2

BC
AD

= . 

7.45. В трапеции  длины оснований ABCD 4, 1AD BC= =  и углы 
 и A D  при основании равны соответственно  и . Найди-

те радиус окружности, вписанной в треугольник , где 
arctg2 arctg3

CBE E −  точка 
пересечения диагоналей трапеции. 
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§ 8. Выпуклые четырехугольники 
Уровень I 

8.1. Докажите, что выпуклый четырехугольник с разными углами 
имеет хотя бы один тупой угол. 

8.2. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника выража-
ется формулой  

ϕsin
2
1

211 ddS = , 

где  диагонали, а −21, dd −ϕ  угол между ними. 

8.3. Найдите площадь четырехугольника, если известно, что отрез-
ки, соединяющие середины его противоположных сторон, равны:  

а) 2 и 3, а угол между ними равен ; °45
б) 2 и 4, а угол между ними равен .  °30

8.4. В выпуклом четырехугольнике отрезки, соединяющие середины 
противоположных сторон, пересекаются под углом  и равны соот-
ветственно  и . Найдите диагонали четырехугольника. 

°60
a b

8.5. Найдите площадь выпуклого четырехугольника , если 
известно, что площади треугольников , 

ABCD
AOB BOC  и  (точка O – 

точка пересечения диагоналей четырехугольника) равны соответственно 
12, 18 и 24 . 

COD

2см

8.6. Докажите, что: 
а) четырехугольник, вершинами которого являются середины сто-

рон произвольного четырехугольника, – параллелограмм; 
б) отрезки, соединяющие середины противоположных сторон вы-

пуклого четырехугольника пересекаются и точкой пересечения делятся 
пополам. 

8.7. Докажите, что: 
а) площадь выпуклого четырехугольника в два раза больше площа-

ди четырехугольника, вершинами, которого являются середины сторон 
данного четырехугольника; 

б) равны площади двух выпуклых четырехугольников с совпадаю-
щими серединами сторон. 

8.8. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника в два раза 
меньше площади четырехугольника, образованного прямыми, проходя-
щими через вершины данного четырехугольника параллельно его диа-
гоналям. 
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8.9. В выпуклом четырехугольнике  диагонали перпендику-
лярны, а длина отрезка, соединяющего середины сторон  и , 
равна одному метру. Найдите длину отрезка, соединяющего середины 
сторон  и .  

ABCD
AB CD

BC AD
8.10. а) Найдите стороны описанного четырехугольника, периметр 

которого равен 48 см, а длины трех его сторон в последовательном по-

рядке относятся как 
2
1:

3
1:

6
1

. 

б) Найдите углы вписанного в окружность четырехугольника, если 
три его угла в последовательном порядке относятся как 1:2:3. 

8.11. Найдите площадь выпуклого четырехугольника , в ко-
тором  углы при вершинах  и 

ABCD
A B  – прямые, величина угла при верши-

не D  равна , длина стороны  равна 1м, а длина:  °45 BC
а) большей диагонали равна  м; 5
б) меньшей диагонали равна 5  м. 
8.12. В выпуклом четырехугольнике  ABCD −E  точка пересече-

ния диагоналей. Известно, что площадь каждого из треугольников 
,  равна 1, а площадь всего четырехугольника не превосхо-

дит 4. Найдите , если 
ABE DCE

BC 3=AD . 
8.13. Постройте четырехугольник  
а) по трем его сторонам и углам, прилежащим к четвертой стороне; 
б) по двум противоположным сторонам и трем углам; 
в) по четырем сторонам, если известно, что его диагональ делит 

один из углов пополам; 
г) по трем его углам и двум сторонам, образующим четвертый угол.  

Уровень II 
8.14. В выпуклом четырехугольнике  отрезок, соединяющий 

середины диагоналей, равен отрезку, соединяющему середины сторон 
 и . Найдите угол, образованный продолжением сторон  и 
.  

ABCD

AD BC AB
DC

8.15. Докажите, что в выпуклом четырехугольнике точки – середи-
ны диагоналей и середины отрезков, соединяющих середины противо-
лежащих сторон, – лежат на одной прямой. 

8.16. Докажите, что в произвольном четырехугольнике отрезок, со-
единяющий середины диагоналей, проходит через точку пересечения 
средних линий и делится ею пополам. 
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8.17. Докажите, что если в четырехугольнике суммы квадратов про-
тиволежащих сторон равны, то его диагонали взаимно перпендикуляр-
ны. 

8.18. Диагональ BD  четырехугольника  является диаметром 
окружности, описанной около этого четырехугольника. Вычислите дли-
ну диагонали , если 

ABCD

AC 2BD = , 1AB =  и : 4ABD DBC :3∠ ∠ = . 

8.19. В окружность с центром в точке  и радиусом, равным  см, 
вписан четырехугольник . Его диагонали  и 

O 6
ABCD AC BD  взаимно 

перпендикулярны и пересекаются в точке K . Точки E  и F  являются 
соответственно серединами  и AC BD . Длина отрезка  равна см, 
а площадь четырехугольника  равна . Найдите площадь 
четырехугольника . 

OK 5
OEKF 212 см

ABCD
8.20. В окружность вписан четырехугольник, длины сторон которо-

го равны  и . Вычислите отношение длин его диагоналей. cba ,, d
8.21. В четырехугольник , диагонали которого перпендику-

лярны, можно вписать окружность и около него можно описать окруж-
ность. Найдите площадь четырехугольника , если известно, что 

, а радиус вписанной окружности равен 1. 

ABCD

ABCD
CDAB =

8.22. На диагонали  выпуклого четырехугольника  на-
ходится центр окружности радиуса 

AC ABCD
r , касающейся сторон  и 

. На диагонали 
ADAB,

BC BD  находится центр окружности такого же радиуса 
r , касающейся сторон  и . Найдите площадь четырех-
угольника , зная, что указанные окружности касаются друг дру-
га внешним образом.  

CDBC, AD
ABCD
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§ 9. Параллелограмм, ромб, прямоугольник, квадрат 

Уровень I 
Параллелограмм 

9.1. Докажите, что четырехугольник является параллелограммом,  
а) если его противоположные стороны равны; 
б) если его противоположные углы равны  между собой; 
в) если его диагонали в точке пересечения делятся пополам; 
г) если две его противоположные стороны равны и параллельны. 
9.2. а) Биссектриса внутреннего угла параллелограмма делит его 

диагональ в отношении 1:3. Найдите косинус острого угла параллело-
грамма, если отношение диагоналей параллелограмма равно 3/4. 

б) Острый угол параллелограмма равен . Найдите отношение 
длин его сторон, если отношение длин его диагоналей равно 

°60
3 . 

9.3. Найдите площадь параллелограмма, высоты которого равны  
и , а один из углов равен 

1h

2h α .  
9.4. В параллелограмме  точка ABCD M  – середина ,  – се-

редина . Докажите, что прямые  и  делят диагональ 
CB N

CD AM AN BD  
на три равные части. 

9.5. В параллелограмм вписан круг радиуса R . Найдите длины сто-
рон параллелограмма, если известно, что площадь четырехугольника с 
вершинами в точках касания равна . S

9.6. Площадь параллелограмма  равна . Найдите: ABCD S
а) площадь , где  – середины сторон  и CD ; AMN NM , BC
б) площадь треугольника, две вершины которого – середины сторон 
 и , а третья AB AD M  лежит на стороне , причем CD CMDM 2= . 
9.7. Точка M  лежит на стороне  параллелограмма , 

причем . Прямая, проходящая через точку 
BC ABCD

MCBM 2= M , пересекает 
сторону  в точке . Найдите отношение , если известно, 
что эта прямая делит площадь параллелограмма в отношении 1:3. 

AB N NABN :

9.8. Стороны параллелограмма равны  и  a b )( ba < . Из середины 
большей стороны параллельная сторона видна под углом α . Найдите 
площадь параллелограмма. 

9.9. Стороны параллелограмма равны  и , а площадь . Найди-
те разность квадратов его диагоналей. 

m n S

9.10. Сколько можно построить параллелограммов с вершинами в 
трех заданных точках, не лежащих на одной прямой?  
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9.11. С помощью циркуля и линейки постройте параллелограмм:  
а) по основанию, высоте и диагонали; б) углу и двум высотам; 
в) по высоте и двум диагоналям; г) по двум диагоналям и одному углу; 
д) если дано отношение его смежных сторон, угол и одна из диагоналей.  

Ромб 
9.12. Докажите, что если острый угол ромба равен , то сторона 

его есть средняя пропорциональная между диагоналями.  
°30

9.13. а) Площадь ромба равна , отношение его диагоналей равно 
. Найдите сторону ромба.  

S
k

б) Найдите меньшую диагональ ромба, сторона которого равна 1, а 
один из углов составляет . 60

9.14. а) Одна из диагоналей ромба равна 6 см. Найдите длину второй 
диагонали, если известно, что сторона ромба равна стороне равносто-
роннего треугольника с высотой 35  см.  

б) Найдите диагональ ромба, сторона которого равна стороне равно-
стороннего треугольника с площадью 325  см2, а другая диагональ 
равна 16 см.  

9.15. Найдите площадь круга, вписанного в ромб:  
а) если площадь ромба равна 32, а один из его углов равен ; °30
б) если сторона ромба равна , а острый угол равен . a °60
9.16. а) Найдите углы ромба, если известно, что площадь вписанно-

го в него круга вдвое меньше площади ромба. 
б) Дан ромб с острым углом α . Какую часть от площади ромба со-

ставляет площадь вписанного в него круга?  
в) Найдите углы ромба, зная его площадь Q  и площадь вписанного 

в него круга . S
9.17. В ромб вписан круг, а в круг вписан квадрат. Найдите острый 

угол  ромба, если площадь квадрата в 4 раза меньше площади ромба? 
9.18. В ромб вписан круг. Каждая сторона ромба точкой касания де-

лится на отрезки, длины которых равны и . Найдите площадь круга. a b
9.19. С помощью циркуля и линейки постройте ромб: 

а) по стороне и диагонали; б) двум диагоналям; в) высоте и 
диагонали;  г) по углу и диагонали, проходящей через этот угол; 
д) по данным стороне и радиусу вписанного круга; е) по сумме 
диагоналей и углу между диагональю и стороной.  

ж) В данный ромб впишите квадрат, вершины которого лежали бы 
на сторонах ромба. 
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Прямоугольник  
9.20. Диагональ прямоугольника равна . Найдите периметр четы-

рехугольника, вершины которого являются серединами сторон прямо-
угольника. 

a

9.21. Докажите, что биссектрисы углов прямоугольника, не являю-
щегося квадратом, при пересечении образуют квадрат. 

9.22. Площадь и диагонали прямоугольника равны 60 см2 и 13 см 
соответственно. Найдите его стороны.  

9.23. Площадь и периметр прямоугольника соответственно равны 
 и . Найдите:   а) его стороны;    б) угол между диагоналями. 23 /16p p2

9.24. Квадрат и прямоугольник имеют равные диагонали, а их пло-
щади  относятся, как 5:3. Найдите отношение сторон прямоугольника.  

9.25. а) Найдите площадь прямоугольника , периметр кото-
рого равен 14, а отрезки  образуют арифметическую про-
грессию.  

ABCD
ACBCAB ,,

б) Найдите периметр прямоугольника , площадь которого 
равна 3, а отрезки  образуют арифметическую прогрессию.  

ABCD
BDCDBC ,,

9.26. Биссектриса одного из углов прямоугольника делит его пло-
щадь в отношении 2:3. Найдите отношение сторон прямоугольника.  

9.27. На сторонах  и  прямоугольника  взяты точки AB CD ABCD
K  и M  так, что – ромб. Диагональ  составляет со сторо-

ной  угол . Найдите сторону ромба, если наибольшая сторона 
прямоугольника  равна 3.  

AKCM AC
AB 30

ABCD
9.28. С помощью циркуля и линейки постройте прямоугольник, 
а) если дан углом между его диагоналями и радиус круга, в который 

его можно вписать; б) с данной стороной так, чтобы стороны его 
проходили через четыре данные точки. 

Квадрат 
9.29. В ромб, не являющийся квадратом, вписан квадрат. Докажите, 

что его стороны параллельны диагоналям ромба.  
9.30. Найдите диагональ квадрата, сторона которого равна стороне 

ромба с диагоналями 24 см и 10 см.  
9.31. Сторона  квадрата  равна 1  и является хордой не-

которой окружности, причем остальные стороны квадрата лежат вне 
этой окружности. Длина касательной , проведенной из вершины C  
к той же окружности, равна 2 . Чему равен диаметр окружности? 

AB ABCD

CK
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9.32. В полукруг, площадь которого равна π10 , вписан квадрат так, 
что две его вершины лежат на диаметре, а две другие – на окружности. 
Найдите площадь квадрата.  

9.33. С помощью циркуля и линейки постройте квадрат: а) по его 
стороне или диагонали; б) равновеликий  данного квадрата. 3/8

Уровень II 
Параллелограмм 

9.34. На сторонах  параллелограмма взяты соответст-
венно точки 

CDBCAB ,,
M , , N P  так, что / 4AM AB= , 2 / 3BN BC= , 

. Известно, что площадь треугольника  равна . 
Найдите площадь треугольника . 

/ 3CP DC= ANC S
MNP

9.35. Перпендикуляр, проведенный из вершины параллелограмма к 
его диагонали, делит эту диагональ на отрезки длиной 6 и 15. Разность 
длин сторон параллелограмма равна 7. Найдите длины сторон паралле-
лограмма и его диагоналей. 

9.36. На сторонах  параллелограмма  взя-
ты соответственно точки  так, что четырехугольник 

 параллелограмм. Докажите, что центры параллелограммов 
 и  совпадают. 

ADCDBCAB ,,, ABCD

1111 ,,, DCBA
−1111 DCBA

1111 DCBA ABCD
9.37. Каждая вершина параллелограмма соединена с серединами 

противоположных сторон. Какую часть площади параллелограмма со-
ставляет площадь фигуры, ограниченной проведенными линиями? 

9.38. В параллелограмме со сторонами  и  проведена диагональ 
длиной . В каждый из получившихся треугольников вписано по ок-
ружности. Найдите расстояние между центрами окружностей. 

2 4
3

9.39. В параллелограмме лежат две окружности, касающиеся друг 
друга и трех сторон параллелограмма каждая. Радиус одной из окруж-
ностей равен 1 . Известно также, что один из отрезков стороны паралле-
лограмма от вершины до точки касания равен 3 . Найдите площадь 
параллелограмма. 

Ромб 
9.40. Длины меньшей диагонали, стороны и большей диагонали 

ромба составляют геометрическую прогрессию. Найдите углы ромба. 
9.41. Дан ромб . Окружность радиуса ABCD R  описана около тре-

угольника  и проходит через центр окружности, вписанной в тре-
угольник CBD . Определите площадь ромба. 

ABD
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9.42. В ромбе  угол  равен . Точка  делит сторону 
 в отношении 

ABCD A 60° N
AB :AN BN 2= . Определите тангенс угла . DNC

9.43. Сторона ромба  равна 6, . На стороне 
 взята точка 

ABCD 60=∠BAD
BC E  так, что 2=CE . Найдите расстояние от точки E  
до центра ромба. 

9.44. На сторонах  и  ромба  взяты две точки AB AD ABCD M и 
 так, что прямые  и  делят ромб на три равновеликие части. 

Найдите 
N MC NC

MN , если dBD = . 
9.45. Дан ромб со стороной и острым углом a α . Найдите радиус 

окружности, проходящей через две соседние вершины ромба и касаю-
щейся противоположной стороны ромба или ее продолжения. 

9.46. В ромбе  со стороной  угол при вершине  равен 
. Точки 

ABCD a A
120° E  и F  лежат на сторонах  и  соответственно, 
отрезок 

BC AD
EF  и диагональ ромба  пересекаются в точке AC M . Площа-

ди четырехугольников BEFA  и  относятся как . Найдите 
длину отрезка 

ECDF 2:1
EM , если : 1AM MC : 3= . 

9.47. Два равных ромба   и  
 имеют общую вершину  и лежат в одной, плос-

кости. Известно, что 

ABCD )||,||( BCADCDAB APQR
)||,||( PQARQRAP A

90BAD PAR α∠ = ∠ = < ° , β=∠QAC . Про-
должения сторон  и  пересекаются в точке BC QR K . Ромбы располо-
жены в разных полуплоскостях относительно прямой AK  и в одной 
полуплоскости относительно прямой . Найдите угол . AD KAD

9.48. На плоскости даны квадрат с последовательно расположенны-
ми вершинами  и точка . Известно, что DCBA ,,, O 13== ODOB , 

25=OC  и площадь квадрата больше . Найдите длину стороны 
квадрата и выясните, где расположена точка  – вне или внутри него. 

225
O

9.49. Из вершины B  тупого угла ромба проведены высоты ABCD
BM и . В четырехугольник  вписана окружность радиуса 1 
см. Найдите сторону ромба, если 

BN BMDN
2arctg2ABC∠ = . 

9.50. а) Диагонали четырехугольника разбивают его на четыре тре-
угольника равного периметра. Докажите, что этот четырехугольник – 
ромб. 

б) Диагонали выпуклого четырехугольника делят его на четыре тре-
угольника. Известно, что радиусы окружностей, описанных около этих 
треугольников, равны между собой. Докажите, что этот четырехуголь-
ник – ромб.  
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§ 10. Многоугольники (число сторон ) 4>n

Уровень I 
10.1. а) Будет ли являться правильным равносторонний многоуголь-

ник, вписанный в окружность? 
б) Будет ли являться правильным равносторонний многоугольник, 

описанный около окружности?  
10.2. Дан правильный многоугольник. Докажите, что сумма рас-

стояний от произвольной точки M  внутри многоугольника до его сто-
рон (или их продолжений) не зависит от положения точки M . 

10.3. а) Докажите, что сумма внешних углов выпуклого много-
угольника равна π2 . 

б) Сколько острых углов может иметь выпуклый многоугольник?  

10.4. а) Сумма внутренних углов многоугольника с одним из внеш-
них равна . Найдите число сторон этого многоугольника.  °2070

б) Найдите сумму внутренних острых углов пятиугольной звезды. 

10.5. а) В правильном -угольнике  угол  равен 
. Найдите .  

n nAAA …21 421 AAA
°162 n
б) В правильном -угольнике  угол  равен . 

Найдите . 
n nAAA …21 41 AAA n °15

n
10.6. Длина стороны правильного -угольнике равна . Найдите 

его площадь, а также радиус описанной и вписанной окружностей. 
n a

10.7. В окружность радиуса R  вписан правильный -угольник, 

площадь которого равна . Найдите . 

n
23R n

10.8. а) Сколько диагоналей можно провести в выпуклом восьми-
угольнике? 

б) Пусть −n  число сторон выпуклого многоугольника, а −d  число 
его диагоналей. Укажите все значения , при которых выполняется 
неравенство .  

n
dn >2

10.9. В равностороннем (неправильном) пятиугольнике  
угол  вдвое больше угла 

ABCDE
ABC DBE . Найдите величину угла . ABC

10.10. Дан правильный семиугольник . Найдите 
отношение площадей четырехугольника  и пятиугольника 

. 

7654321 AAAAAAA

7321 AAAA

76543 AAAAA
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10.11. С помощью циркуля и линейки постройте: 
а) правильный шестиугольник, вписанный в данную окружность;  
б) правильный восьмиугольник, вписанный в данную окружность; 
в) описанный около данной окружности правильный шестиуголь-

ник. 

Шестиугольник 
10.12. Найдите отношение площади правильного шестиугольника к 

площади  шестиугольника с вершинами в серединах сторон исходного 
шестиугольника. 

10.13. а) В правильном шестиугольнике, площадь которого равна 
396 , найдите расстояние между серединами смежных сторон. 
б) Найдите расстояние от центра правильного шестиугольника до 

прямой, соединяющей середины двух смежных сторон, если известно, 
что площадь шестиугольника равна 36 .  

10.14. Площадь правильного шестиугольника  равна ABCDEF
354 . Найдите расстояние от середины стороны  до прямой, со-

единяющей середины сторон  и  
AB

BC FE .  

10.15. а) Найдите площадь правильного шестиугольника, если пло-
щадь вписанного в него круга равна π3 . 

б) Найдите площадь круга, описанного около правильного шести-
угольника, если площадь шестиугольника равна 324 . 

10.16. а) Дан правильный шестиугольник . Точка ABCDEF M  ле-
жит на стороне EF . Найдите отношение :FM ME , если известно, что 
прямая BM  делит площадь шестиугольника в отношении 3:5.  

б) Дан правильный шестиугольник . Прямая, параллель-
ная стороне , делит площадь шестиугольника в отношении 1:2. Оп-
ределите, в каком отношении эта прямая делит сторону . 

ABCDEF
AB

BC
10.17. Площадь правильного шестиугольника  равна . 

Найдите площадь треугольника 
ABCDEF S

MFD , где M  - середина стороны 
. BC
10.18. Общая хорда двух окружностей служит для одной из них сто-

роной вписанного квадрата, а для другой – стороной правильного впи-
санного шестиугольника. Найдите расстояние между центрами этих 
окружностей, если радиус меньшей из них равен r . 
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Уровень II 
10.19. Известно, что внутренние углы некоторого выпуклого много-

угольника, наименьший угол которого равен , образуют арифме-
тическую прогрессию с разностью . Определите число сторон много-
угольника.  

°120
°5

10.20. Внутрь правильного -угольника со стороной  вписано  
равных кругов так, что каждый из них касается двух смежных сторон 
многоугольника и двух других кругов. Найдите площадь «звездочки», 
образовавшейся в центре многоугольника.  

n a n

10.21. Два правильных многоугольника с периметрами равными  
и  описаны около окружности, а третий правильный многоугольник 
вписан в эту окружность. Второй и третий многоугольники имеют каж-
дый вдвое больше сторон, чем первый. Найдите периметр третьего мно-
гоугольника. 

a
b

10.22. В выпуклом пятиугольнике  сторона равна ABCDE AE 3 . 
Отрезок BE  является биссектрисой угла , а отрезок  есть 
биссектриса угла . Известно также, что 

CEA AD
CAE 2,1 == ADBC  и вокруг 

четырехугольника  можно описать окружность радиуса 1. Най-
дите площадь пятиугольника . 

ABCE
ABCDE

10.23. С помощью циркуля и линейки постройте:  
а) пятиугольник по заданным серединам его сторон; 
б) правильный, описанный около данной окружности пятиугольник; 
б) правильный, описанный около данной окружности десятиуголь-

ник. 
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§ 11. Геометрические места точек на плоскости 
Уровень I 

11.1. Докажите, что геометрическое место точек (ГМТ) , разность 
квадратов расстояний от которых до двух определенных точек 

A
B  и  

постоянна, есть перпендикуляр к прямой . 
С

BC
11.2. Найдите ГМТ плоскости, из которых данный отрезок виден 

под данным углом. 
11.3. Найдите ГМТ, являющихся серединами отрезков, концы кото-

рых лежат на разных сторонах данного угла, меньшего развернутого.  
11.4. Найдите ГМТ, являющихся основаниями перпендикуляров, 

опущенных из данной точки  на прямые, проходящие через другую 
данную точку 

A
B . 

11.5. Найдите ГМТ, являющихся серединами хорд данной окружно-
сти, проходящих через данную точку  внутри окружности. A

11.6. На плоскости даны прямая и не лежащая на ней точка. Найди-
те ГМТ, равноудаленных от данной прямой и данной точки. 

11.7. Найдите ГМТ, являющихся серединами отрезков с концами на 
двух данных несовпадающих прямых. 

11.8. Найдите ГМТ, сумма расстояний от которых до двух пересе-
кающихся прямых есть величина постоянная. 

11.9. Найдите ГМТ, отношение расстояний от которых до двух дан-
ных прямых равно данному числу. 

11.10. Найдите ГМТ, являющихся серединами отрезков, соединяю-
щих данную точку вне данной окружности с точками этой окружности.  

11.11. Точки , A B  и  лежат на одной прямой, причем С B  нахо-
дится между  и . Найдите ГМТ A С M  таких, что радиусы описанных 
окружностей около треугольников  и CMB  равны. AMB

11.12. Даны точки  и A B . Найдите ГМТ X  таких, что 
? 2: =XBAX

11.13. Даны точки  и A B  и число , что из себя представляет 
ГМТ 

1≠k
X  таких, что kXBAX =: ? 

11.14. Прямоугольный треугольник перемещается в плоскости так, 
что вершины его острых углов скользят по двум взаимно перпендику-
лярным прямым. Найдите ГМТ положения вершины прямого угла этого 
треугольника.  
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Уровень II 

11.15. Найдите геометрическое место точек, произведение расстоя-
ний от которых до двух противоположных сторон квадрата равно про-
изведению расстояний до двух других противоположных сторон.  

11.16. Дан квадрат . Найдите ГМТ, являющихся серединами 
сторон квадратов, вписанных в данный квадрат.  

ABCD

11.17. Три прямые попарно пересекаются, но не проходят через об-
щую точку. Найдите ГМТ, являющихся центрами окружностей, описан-
ных около всевозможных треугольников с вершинами на данных пря-
мых.  

11.18. Дано множество трапеций  , у которых 
фиксированы вершины , 

ABCD )||( BCAD
A D  и длины сторон  и . Найдите 

ГМТ, являющихся пересечением диагоналей таких трапеций.  
AB BC

11.19. На окружности фиксированы точки  и A B . Найдите ГМТ, 
являющихся пересечением высот треугольников , если точка ABC −C  
любая точка окружности, не совпадающая с  и A B .  

11.20. На окружности фиксированы точки  и A B . Найдите ГМТ, 
являющихся пересечением биссектрис треугольников , если точка 

 любая точка окружности, не совпадающая с  и 
ABC

−C A B .  

11.21. На окружности фиксированы точки  и A B . Найдите ГМТ, 
являющихся пересечением медиан треугольников , если точка 

 любая точка окружности, не совпадающая с  и 
ABC

−C A B .  

11.22. Дан треугольник . Найдите ГМТ ABC M  таких, что сумма 
площадей треугольников  и  равна .  AMB AMC S
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§ 12. Задачи на построение циркулем и линейкой 
а) метод геометрических мест 

12.1. Дан угол и точка внутри него. Проведите через эту точку пря-
мую, отрезок которой, отсекаемый сторонами угла, делится этой точкой 
пополам. 

12.2. Проведите касательную к окружности из какой-либо точки, 
лежащей вне круга. 

12.3. Постройте общие касательные к двум окружностям. 
12.4. Разделите отрезок на три равные части; на  равных частей. n
12.5. а) Через две данные точки  и A B  проведите окружность за-

данным радиусом R . 
б) Проведите окружность через три данные точки , не ле-

жащие на одной прямой. 
CBA ,,

в) Дана окружность и отрезок . Постройте хорду окружности, 
равную и параллельную отрезку . 

AB
AB

12.6. Постройте окружность с центром на данной прямой, проходя-
щую через две данные точки. 

12.7. Даны две точки и окружность. Проведите через данные точки 
две различные параллельные прямые так, чтобы они отсекали на ок-
ружности равные хорды.  

12.8. Постройте квадрат, стороны которого проходят через четыре 
данные точки. Всегда ли задача имеет решение?  

б) метод подобия 
12.9. Через данную точку внутри угла проведите окружность, ка-

сающуюся сторон угла. 
12.10. Постройте треугольник по отношению его сторон , вы-

соте  и углу C . 
ba :

ch
12.11. На сторонах  и  данного треугольника  найдите 

точки 
AB BC ABC

X  и Y  такие, что YBXYAX == . 

12.12. Постройте треугольник по двум углам и сумме противолежа-
щих сторон. 

12.13. Дана окружность, в которой проведены два радиуса. По-
стройте хорду, делящуюся этими радиусами на 3 равные части. 
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в) метод геометрических преобразований 

12.14. Даны две окружности и отрезок . Найдите на этих окруж-
ностях точки 

AB
X  и  такие, что отрезок Y XY  был равен и параллелен 

отрезку . AB
12.15. Даны три параллельные прямые. Постройте квадрат, три 

вершины которого лежат на этих прямых. 
12.16. Даны две концентрические окружности и точка между ними. 

Проведите через эту точку окружность, касающуюся данных окружно-
стей. 

12.17. Дана прямая XY  и две точки  и A B  по одну сторону от нее. 
Найдите на прямой точку M  такую, чтобы угол AMX  был равен углу 
BMY . 

12.18. Даны три концентрические окружности. Постройте равносто-
ронний треугольник с вершинами на этих окружностях. 

г) алгебраический метод 

12.19. Зная отрезки , постройте отрезок длины: dcba ,,,

ab ; 22 baba +− ;  22 ba − ; 

22 74 baba +− ; cd
b

a 2
3
+ ; 

cdab
a
+

3
. 

12.20. Дан отрезок длины  и угол, равный a α . Постройте отрезки 
длина, которых равна: 

cos , sin , , , tg , ctg , sin ,
cos sin cos

a a aa a a a aα α α α α
α α α

⋅ ⋅ . 

12.21. Через данную точку вне окружности проведите секущую, де-
лящуюся окружностью пополам. 

12.22. Постройте квадрат, площадь которого равна площади задан-
ного треугольника. 

12.23. Даны прямые ,  и точка a b M . На прямой a  найдите точку, 
равноудаленную от прямой  и точки b M .  

12.24. Дана окружность, прямая  и точка  на этой прямой. По-
стройте окружность, касающуюся данной окружности, а также прямой 

 в точке .  

a A

a A

12.25. Постройте прямую, параллельную основаниям данной трапе-
ции и делящую площадь трапеции пополам. 
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12.26. Постройте прямоугольный треугольник по данной сумме ка-
тетов и высоте, опущенной на гипотенузу. 

12.27. Постройте треугольник, две стороны которого равны двум 
заданным отрезкам, а площадь площади заданного прямоугольника. 

12.28. Через точку пересечения двух окружностей проведите пря-
мую, отсекающую от окружностей равные хорды. 

д) метод симметрии 
12.29. В данный угол впишите треугольник наименьшего периметра 

так, чтобы одна его вершина находилась в точке, данной внутри угла, а 
две другие на его сторонах.  

12.30. Пусть  и  – перпендикулярные прямые,  – точка 
их пересечения. Точки 

MN PQ O
A′  и  симметричны относительно , а 

точки  и  – относительно . Докажите, что точки 
A MN

A ′′ A PQ A′  и A ′′  
симметричны относительно точки . Выполните построение. O

12.31. Точки  и A B  лежат по разные стороны прямой . Найдите 
на ней точку C  такую, что 

l
|| BCAC −  была наибольшей. 

е) разные задачи 
12.32. Зная две стороны угла, из данной точки, постройте направле-

ние на его вершину (вершина угла считается недоступной). 

12.33. Постройте биссектрису угла, вершина которого недоступна. 

12.34. Постройте равнобедренный треугольник по его основанию  
и радиусу вписанной окружности r. 

c

12.35. Постройте треугольник, если даны два его угла  и A B  и 
сумма двух его сторон cb + . 

12.36. Постройте треугольник, если даны разность сторон ba −  и 
два угла B  и . C

12.37. Постройте треугольник по основанию , боковой стороне  
и углу при вершине 

c b
α .  

12.38. К стороне заданного острого угла проведите перпендикуляр-
ную прямую такую, что ее отрезок, заключенный внутри угла, был ра-
вен данному отрезку . a
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§ 13. Элементы векторной алгебры 
Уровень I-II 

13.1. а) В треугольнике   точка ABC ,,
→→→→

== bACaAB M −  сере-

дина стороны  Выразите вектор  через векторы  .
→

BC
→

AM .,
→→
ba

б) Отрезок  разделен точкой AB M  так, что : 1AM MB :2= . Выра-

зите вектор  через векторы   (здесь 
→

OB ,
→→

= OAa
→→

= OMb −O  произ-
вольная точка плоскости или пространства). 

13.2. Докажите, что:  а) во всякой трапеции середины осно-
ваний и точка пересечения продолжений боковых сторон лежат на од-
ной прямой; 

б) во всякой трапеции середины оснований и точка пересечения 
диагоналей лежат на одной прямой; 

в) если точка  пересечения диагоналей четырехугольника  
и середины 

A MNPQ
B  и C  его противоположных сторон  и  лежат на 

одной прямой, то  – трапеция или параллелограмм. 
MN PQ

MNPQ

13.3. В  ABC 3AB =  и 5AC = . Отрезок −AP  биссектриса угла 

 Выразите вектор A.
→
AP  через векторы  и  

→→
= ABa .

→→
= ACb

13.4. В треугольнике  точка ABC −M  точка пересечения медиан.  

а) Выразите вектор  через векторы  и  
→

MC
→→

= MAa .
→→

= MBb

б) Докажите, что  .0
→→→→

=++ MCMBMA
в) Докажите, что для произвольной точки пространства выполняет-

ся равенство . ( )OM OA OB OС
→ → → →

= + + / 3
13.5. В треугольнике  AOB ,90°=∠AOB  ,1=OA  ,3=OB  −OH  

высота. Выразите вектор  через векторы  и 
→

OH
→→

= OAa b OB
→ →
= .  

13.6. В правильном шестиугольнике   и  

Выразите вектор 

ABCDEF
→→

= ABa b AF
→ →

=
→

FD  через векторы  и . a
→

b
→
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13.7. Радиус OP  некоторой окружности делит пополам угол между 

радиусами  и  Известно, что OA .OB .α=∠AOB  Выразите вектор OP
→

 

через векторы a OA
→ →
=  и  .

→→
= OBb

13.8. Точки  расположены на окружности так, что дуги 
 и 

, , , ,A B C D E
, ,AB BC CD DE  равны  Найдите значение .30° λ  из равенства 

 ( )OA OE OB ODλ
→ → → →
+ = + .

13.9. Вычислите скалярное произведение векторов  и 

 если известно, что | |

→→
+ ba

,2
→→

− ba 2,a
→

=  | |  и  3b
→

= .120),( °=∠
→→
ba

13.10. Векторы  и  таковы, что 
→
a

→
b | | 3,a

→
=  2|| =

→
b  и 

 Вычислите длину вектора ( , ) / 4.a b π
→ →

∠ = 2 .a b
→ →
−  

13.11. Векторы  и  удовлетворяют условиям: a
→

b
→

| | 1,a
→

=  | | 3b
→

=  

и  Вычислите  .3/2),(cos =∠
→→
ba ).,(cos

→→→→
−+∠ baba

13.12. Векторы  и  таковы, что   и 

 Вычислите .  

a
→

b
→

,2|| =+
→→
ba 3|| =−

→→
ba

.60),( °=−+∠
→→→→
baba ||

→
a

13.13. Найдите косинус угла между ненулевыми векторами  и  

если  

a
→

,b
→

.|5,0|||||
→→→→

+== baba

13.14. а) Площадь параллелограмма, построенного на векторах  и 

 равна 

a
→

,
→
b S.  Найдите площадь параллелограмма, построенного на век-

торах  и 3
→→

+ ba 2 a b
→ →
− . 

б) Площадь параллелограмма, построенного на векторах  и 

, равна 

→→
− ba2

→→
+ ba 3 S.  Найдите площадь параллелограмма, построенного на 

векторах , . a
→

b
→
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13.15. На сторонах  и  треугольника  взяты соответст-
венно точки 

OA OB OAB
M  и  так, что N 2 / 3, 4 / 5OM OA ON OB= = . Пусть P – 

точка пересечения отрезков  и AN BM . Выразите вектор  через 

векторы  и   

OP
→

a OA
→ →
= .b OB

→ →
=

13.16. Дана окружность с центром  и точка O M  вне ее. Из точки 
M  проведены к окружности касательные MA  и MB  (  и A B  – точки 

касания). Найдите вектор MO
→

, если α=∠AMB , MA a
→ →
= , MB b

→ →
= . 

13.17. а) Длина гипотенузы  прямоугольного треугольника 

 равна . Найдите сумму 

AB

ABC c AB AC BС BA СA СB
→ → → → → →
⋅ + ⋅ + ⋅ . 

б) В треугольнике  проведена высота ABC BH . Выразите вектор 
→

BH  через векторы  и   
→→

= ABa .
→→

= ACb

13.18. Треугольник ABC  задан координатами своих вершин: 
   Найдите координаты точки пересечения 

медиан треугольника. 
(3; 4),A − (0;2),B (6;5).C

13.19. Вектор  составляет с осями  и  углы величиной 

 Какой угол вектор  составляет с осью  

u
→

Ox Oy

.60° u
→

Oz ?
13.20. Определите числа λ  такие, что векторы: 

а) a bλ
→ →
+  и a bλ

→ →
−  перпендикулярны, если | | 3,a

→
=  | | 5b

→
= ; 

б)  и {2; 1}a λ
→
= − { ;1}b λ

→
=  коллинеарны? 

13.21. В треугольнике ABC  биссектриса  делит сторону в от-
ношении 

AD
: 2BD CD :1= . В каком отношении медиана  делит эту 

биссектрису?  
CE

13.22. а) В треугольнике  ABC .6,5 === ABBСAС   – центр 

вписанной окружности, 

O

CA a
→ →

= , CB b
→ →

= . Выразите вектор  через 

векторы  и .  

CO
→

a
→

b
→

б) В треугольнике  ABC .8,5 === ACBСAB  Точка  – центр 

описанной окружности, 

O

AB a
→ →
= , AC b

→ →
= . Выразите вектор  через 

векторы  и . 

AO
→

a
→

b
→
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§ 14. Метод координат 
Уровень I 

14.1. Определите координаты концов  и A B  отрезка, который точ-
ками  и  разделен на три равные части. )2;2(M )5;1(N

14.2. а) Даны вершины треугольника : ,  и 
. Определите координаты точки пересечения его медиан. 

ABC );( 11 yxA );( 22 yxB
);( 33 yxC

б) Даны вершины  и  квадрата . Найдите 
вершины C  и 

)1;3(A (2; 5)B ABCD
D .  

14.3. а) Выведите уравнение прямой, проходящей через точки 
 и  )3;2(A (4; 1)B − .  

б) Даны вершины треугольника : , ABC (3; 5)A ( 1; 4)B −  и 
. Выведите уравнение средней линии, параллельной .  ( 3; 7)C − AB

14.4. а) Дано уравнение одной из сторон квадрата 0234 =−+ yx  и 
координаты его центра . Выведите уравнения других сторон.  (3; 5)E

б) Даны координаты центра параллелограмма и уравнения 
двух его сторон: 

 1)(5;
0423 =+− yx  и 0234 =−+ yx . Выведите уравне-

ния диагоналей. 

14.5. Дана прямая : l 0452 =+− yx  и точка )1;4( −P . Выведите 
уравнение прямой, проходящей через точку P : 

а) параллельно прямой l ; 
б) перпендикулярно прямой .  l

14.6. Даны вершины треугольника : , ABC )4;1(A )9;3( −B  и 
. Определите длину медианы, проведенной из вершины )2;5(−C B .  

14.7. а) В равнобедренном треугольнике  ABC 15== BCAB  точ-
ка E  делит сторону  в отношении 1:4, считая от вершины BC B . Оп-
ределите величину угла между прямыми AE  и , если AC 20=AC . 

б) В прямоугольном треугольнике  угол ABC B  прямой, со сторо-
нами , 3=AB 4=BC . Определите величину угла между медианами 

 и AM BD . 
в) Даны вершины треугольника : ,  и 

. Определите величину угла, образованного стороной  и 
медианой  этого треугольника. 

OAB )0;0(O )0;2( aA
);( aaB − OB

OM
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14.8. Даны вершины треугольника :  ABC
а) ,  и (3; 1)A − (2; 5)B ( 2; 4)C − . Выведите уравнения высоты и 

медианы, выходящих из вершины ; A
б) ,  и ( 7; 8)A − (0; 9)B (3; 2)C − . Выведите уравнение биссектри-

сы угла . A
14.9. а) Найдите расстояние от точки  до прямой 

.  
 2)(3;

0734 =+− yx
б) Выведите уравнения прямых, отстоящих от прямой 

 на расстоянии, равном 0532 =−− yx 132 . 

14.10. Найдите расстояние между параллельными прямыми; 
а) 0532 =+− yx  и 0832 =−− yx ; 
б) 0132 =+− yx  и 0764 =+− yx . 

14.11. Выведите уравнение окружности с диаметром : AB
а) где  и ; )3;1(−A )5;3(B
б) где  и . )4;1(A )8;3(B

14.12. Выведите уравнение окружности с центром: 
а) , касающейся прямой : (3; 2)− l 0554 =−+ yx ; 
б) , касающейся прямой : )2;1( l 0543 =++ yx . 
в) Выведите уравнения окружностей радиуса r , касающихся осей 

координат. 
14.13. Выведите уравнение касательных к окружности 

, проходящих через точку 17)1()5( 22 =−+− yx )3;3(− . 
14.14. Выведите уравнение окружности с центром (16; 3)− , касаю-

щейся окружности 2 2( 4) ( 1) 1x y 0− + − = .  
14.15. Выведите уравнения: 
а) касающихся друг друга окружностей равных радиусов с центрами 

в точках и  4) (3; )8;5(− .  
б) окружностей равных радиусов с центрами )2;3( − , , ка-

сающихся друг друга.  
)8;5(

14.16. Выведите уравнение окружности, проходящей через точки 
,  и .  )2;10( )2;4(− )6;8(

14.17. Выведите уравнение окружности, касающейся прямых 
 и 0132 =−+ yx 01132 =++ yx , если известно, что ее центр лежит 

на оси абсцисс.  
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Уровень II 
14.18. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника 

, если ABC )3;3(−A ,  и .  )3;9(B )1;9(C
14.19. Известны координаты одной из вершин треугольника 

 и уравнения двух его медиан  2)(3; − 0252 =−− yx  и 01=++ yx . 
Выведите уравнения сторон треугольника.  

14.20. Катеты прямоугольного треугольника равны 3 и 4. Найдите 
расстояние между центрами вписанной и описанной окружностей. 

14.21. В круге с центром в точке  проведены два взаимно перпен-
дикулярных диаметра  и . На радиусе  взята точка 

O
AB CD OB K  так, 

что OBOK
3
1

= , а на радиусе −OD  точка M  так, что ODOM
2
1

= . 

Докажите, что точка пересечения прямых  и  расположена на 
данной окружности. 

CK AM

14.22. На координатной плоскости  проведена окружность ра-
диуса 4 с центром в начале системы координат. Прямая, заданная урав-
нением 

Oxy

x)32(4 −−y =  пересекает ее в точках  и A B . Найдите 
сумму длин отрезка  и меньшей дуги . AB AB

14.23. а) В квадрат вписана окружность. Докажите, что сумма квад-
ратов расстояний от точки окружности до вершин квадрата не зависит 
от выбора точки на окружности. Найдите эту сумму. 

б) Около квадрата описана окружность. Докажите, что сумма квад-
ратов расстояний от точки окружности до вершин квадрата не зависит 
от выбора точки на окружности. Найдите эту сумму. 

14.24. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоско-
сти Oxy : 

а) системой неравенств 
2 2 4 4 6

1;
x y x y

x
⎧ ,+ ≤ − −
⎨

≥⎩
 

б) неравенством  ; 0)1)(( 2222 ≤−+−−+ yxyxyx

в) системой неравенств 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+
≤−+
.2

,0)2(
22 yx

yxx
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14.25. Стороны  и  четырехугольника  перпендику-
лярны и являются диаметрами двух равных касающихся окружностей 
радиуса 

AB CD ABCD

r . Найдите площадь четырехугольника , если 
. 

ABCD
kADBC =:

14.26. Расстояние между центрами двух окружностей равно . 
Найдите сторону ромба, две противоположные вершины которого лежат 
на одной окружности, а две оставшиеся – на другой, если радиусы 
окружностей равны 

a

R  и r . 

14.27. В выпуклом четырехугольнике  диагонали взаимно 
перпендикулярны. Найдите , если 

ABCD
CD 5=AB , 13=BC , 

17=AD . 

14.28. В квадрат вписана окружность. Докажите, что сумма квадра-
тов расстояний от точки окружности до вершин квадрата не зависит от 
выбора  точки на окружности. Обобщите этот результат на правильные 
многоугольники. 

14.29. Дан квадрат  со стороной 1. Точка ABCD K  принадлежит 

стороне  и CD 1
2

CK
KD

= . Найдите расстояние от вершины  до прямой C

AK . 

14.30. В выпуклом четырехугольнике  длина отрезка, соеди-
няющего середины сторон  и , равна 1. Прямые  и  
перпендикулярны. Найдите длину отрезка, соединяющего середины 
диагоналей  и 

ABCD
AB CD BC AD

AC BD .  

14.31. Найдите точку, сумма квадратов расстояний от которой до 
вершин треугольника принимает наименьшее значение.  

14.32. Может ли быть правильным треугольник, расстояния от вер-
шин которого до двух взаимно перпендикулярных прямых выражаются 
рациональными числами? 
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§ 15. Задачи на отыскание геометрических фигур с 
экстремальными элементами 

Уровень I-II 
15.1. Длина боковой стороны равнобедренного треугольника равна  
22 см. Найдите длину основания треугольника наибольшей площади. 

Вычислите эту площадь. 

15.2. Найдите наименьшую длину отрезка, который делит равносто-
ронний треугольник со стороной на две части равной площади.  a

15.3. Какую наибольшую площадь может иметь прямоугольник, 
вписанный в круговой сектор радиуса R  с центральным углом α (одна 
из сторон прямоугольника параллельна оси симметрии сектора)? 

15.4. Площадь треугольника равна 4 дм2. Точка M лежит на сторо-
не треугольника, длина которой равна 1 дм. На каком расстоянии от 
этой стороны следует провести прямую, ей параллельную, пересекаю-
щую стороны в точках D  и E , чтобы площадь треугольника DEM  
была наибольшей? Найдите эту площадь. 

15.5. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукру-
гом; периметр окна равен 6 м. Определите стороны прямоугольника для 
окна, пропускающего наибольшее количество света.  

15.6. В круг радиуса R  вписан прямоугольник наибольшей площа-
ди. Найдите эту площадь. 

15.7. Вычислите длины сторон прямоугольника наибольшего пери-
метра, вписанного в полуокружность радиуса 5  дм. 

15.8. В прямоугольную трапецию с высотой 6 см и основаниями 4 и 
12 см вписан прямоугольник так, что две его вершины лежат на боко-
вых сторонах трапеции, а две другие – на ее большем основании. Вы-
числите стороны прямоугольника наибольшей площади.  

15.9. В трапеции меньшее основание и боковые стороны равны и 
имеют длину 20 см. Вычислите углы трапеции, имеющей наибольшую 
площадь. Найдите эту площадь.  

15.10. Площадь равнобедренной трапеции с углом при основании 
60° равна 1 м2. Найдите высоту трапеции наименьшего периметра. Вы-
числите этот периметр.  
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15.11. В равнобедренный треугольник с основанием 20 см и высо-
той 8 см вписан прямоугольник так, что две его вершины лежат на ос-
новании треугольника, а две другие – на его боковых сторонах. Найдите 
высоту прямоугольника наибольшей площади. Вычислите эту площадь. 

15.12. В треугольнике заданы сторона  и противолежащий ей угол a
α . Какую величину должны иметь другие стороны треугольника, что-
бы его площадь была наибольшей? Найдите эту площадь. 

15.13. В круговой сектор, радиус которого 3 см, с прямым цен-
тральным углом вписан прямоугольник так, что одна его вершина сов-
падает с центром круга, а противоположная ей вершина лежит на ок-
ружности. Определите длины сторон прямоугольника наибольшей пло-
щади. Вычислить эту площадь.  

15.14. Из листа в форме равнобедренного треугольника с боковыми 
сторонами 10 см и основанием 12 см требуется вырезать параллело-
грамм наибольшей площади так, чтобы один из его углов совпал с уг-
лом треугольника при основании. Вычислите длины сторон этого па-
раллелограмма и его площадь.  

15.15. В равносторонний треугольник  вписан прямоугольник 
 наибольшей площади так, что вершины 

ABC
PQRS P  и  лежат на сто-
ронах  и  соответственно, а вершины 

Q
AB AC R  и  – на стороне . 

В каком отношении точка  делит сторону ?  
S BC

Q AC

15.16. В прямоугольный треугольник  вписан прямоугольник 
 наибольшей площади так, что вершины 

ABC
APNQ P  и  лежат соответ-
ственно на катетах  и , а вершина  – на гипотенузе . В 
каком отношении точка  делит гипотенузу  

Q
AC AB N BC

N ?BC

15.17. В равнобедренную трапецию  с основаниями  и 
 вписан прямоугольник  наибольшей площади так, что вер-

шины 

ABCD AB
CD PQRS

P  и  лежат на основании , а вершины  и Q AB S R  – на боко-
вых сторонах  и  соответственно. Найдите отношение , 
если .  

AD BC SDAS :
DCAB 4=

15.18. В данный квадрат вписан квадрат наименьшей площади так, 
что его вершины лежат на сторонах данного квадрата. Найдите отноше-
ние площадей квадратов. 
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Ответы к задачам для самостоятельного решения 
Ответы к § 1 

1.2. а) ; б) . 1.5. б) и . 1.6. а) ; б)  1.11. а) 

8, 16, 13 и 3 см; б) 4,2 см. 1.12. 

57° °24 °135 45° °30 .144°

k
11+ . 1.13. а) 

1
)1(

+
+

l
lk

; б) 

1
)1)(1(

−+
−−

lk
lk

; в) 
kl

kl
−
−1

. 

Ответы к § 2 
2.1. Указание. а) Рассмотрите треугольники  ,AMD ,BMN  . 2.2. 
а) в общем случае нет; б) да; в) в общем случае нет. 2.3. а, б, в) Да. 
2.5. б) Указание. Воспользуйтесь теоремой о медианах треугольника. 
2.6. а) 2; б) 24. 2.7. а) В общем случае нет; б) в общем случае нет. 2.8. 
а) нет; б) если трапеция равнобокая. 2.9. 

CDN

ab . 2.10. а, б, в) ; г, д, е) 

; ж) . 2.11. а) 2; б) 7. 2.12. а) 

k
2k 3k

ha
ah
+

; б) 
4
1

. 2.13. а) Да. Напри-

мер, треугольники со сторонами 8, 12, 18 и 12, 18, 27; б) Указание. До-
кажите, что  в  не равен ни одному из углов . 

2.15. а) 100 и 40 см; б) 14 и 21. 2.17. а) 

ADС∠ ACD ABD

8
35,

8
21

; б) 30. 2.18. а) 1:2; б) 

5:6. 2.19. Указание. Докажите, что °=∠ 45ALC . 2.20. а) 
13
84

 и 
13
72

 

см. 2.21. а) 
3
7

; б) 6:5, 7:4, 9:2. 2.22. а) 1,
1
xy

y
−
+

 
1

1
xy

x
−
+

; б) 1: , 1: . 

2.23. . 

35 48

2:1
Ответы к §3 

3.1. а) bacba +<<− || . б) 
2
5

2
1

<< cm , 
22

|| bamba
c

+
<<

−
. 

3.3 а) треугольника не существует; б) ; в)  

; г) да. 3.4. а) 

°°° 120,15,45 arcsin3/ 5,

arccos3/ 5, 90° 7 ; б) . 3.5. а) °30
2 20,5 2 2cm a b= + 2c− ; б) 9,5 см. 3.6. Указание. Воспользуйтесь 

результатом задачи 3.5.а. 3.7. Указание. Воспользуйтесь результатом 
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задачи 3.5.а. 3.8. 52 . 3.9. 
2

cos2 ϕ
ba

ablc +
= . 3.10. а) 

5
120 << cl , 

20 c
abl

a b
< <

+
; б) 6 см. 3.12. а) ϕcosc ; б) 4,8; в) .  

3.14. а) 

α2cosS

5,
52

21
== rR ; б) . 3.16. а) 6

4
33

; б) 32 . 3.17. 33 . 

3.20. а) 10, 10 и 12 см; б) 4 и 12,5. 3.21. 
2 cos

4 4
1 2sin( / 2)

a π α

α

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝

+
⎠ . 3.25. Указа-

ние. Так как биссектриса 
2 ( )a

bcl p p a 2b c bc+ ≥
b c

= −
+

 и , то 

(al p p a≤ − ) . Аналогично для  и . 3.27. bl cl 9
)1025(5 +

.  

3.28. 
π32

)113(33 −
. 3.29. 

βγα

γα
222 sinsin2sin2

sinsin2

−+
. 3.30. 62 . 

3.31. 3,  2 3 . 3.32. .13 −  Указание. Множество точек, не принад-
лежащих общей части треугольников, образует шесть равных прямо-

угольных треугольников. 3.33. 
32

)235(2 π−a
. 3.35. а) ,

2sin 2
aR =
α

 

tg
2 2
ar = ⋅

α
; б) 3 1arccos

2 3
±

; в) 
23

34

+

⋅S
. 3.36. а) 

6
1

. 

Ответы к § 4 
4.1. а) 50; б) 5 см. 4.2. а) 3; б) 5; в) . 4.3. 4,8 23 /8с . 4.4. б) 

2
)( pqqp +

. 4.5. а) 
ba

ab
+

4
; б) 2 2

1 2l l+ . 4.6. а) mmm 2,3, ; б) 

. 4.7. °° 30,60 108,59 . 4.8. а) 42 и 56; б) 12. 4.9. а) 8 и 15; б) 15. 

4.11. а) Rrr 22 + ; б) . 4.12. а) °° 60,30 24 ; б) 4. 4.13. 42. 4.14. 

Указание. Используйте формулу 
2

cbar −+
= . 4.15. а) – в) Указание. 

Воспользуйтесь формулой длины медианы и проверьте выполнение 
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теоремы Пифагора. 4.16. а) Указание. Смотрите задачу 3 стр. 57. б) 
Указание. Постройте прямоугольный треугольник с данным углом и 
катетом равным данной сумме. Далее впишите в него квадрат, имею-
щий с ним общий прямой угол. в) Указание. Смотрите задачу 4 стр. 57. 
г) Указание. Выразите отрезки  и  из формул 

 и . 4.17. 

a b
2222 224 bcamb −+= 222 bac +=

2 2

2 2
1 5(arccos
2 3( )

m n
m n

−
+

)
, 

2 2

2 2
1 5(arccos

2 2 3( )
m n
m n

π −
−

+
)

. 4.18. а) Указание. Воспользуйтесь формула-

ми 
20
2,

15
2,

12
2 ScSbSa === , где −S  площадь треугольника. в) Указа-

ние. Используя формулу 
22 ba

abh
+

= , проверьте равенство 

. 4.19. . 4.20. г) 222 )()( hbahc ++=+ 2k
8

3,
8

,
2

πππ
. Указание. 

Опишите окружность около треугольника и продолжите до пересечения 
с ней высоту, медиану и биссектрису. Покажите, что медиана и ее про-
должение – диаметр. 4.21. 32 ± . 4.22. . 4.23. а) °°° 30,60,90

abba
baab
++

+
22

22
; б) 5

6
 см, 2 см. 4.24. а) 6; б) 24. 4.25. 

4
8 222 baaa ++

. 4.26. 
8

15
 см. 4.27. Один катет делится на части 

 см и 9,6 см; другой – 12,8 см и 7,2 см. 4,5

Ответы к § 5 
5.1. Может. 5.2. а) Существует; б) не существует. 5.3. 16.   

5.4. б) . 5.5. cba ++
4
S

. 5.6. а) abbac 2,122 ±+= ; б) 4. 5.7. а) 4; 

б) 
12
1

. 5.8. 
)sin(2

sinsin2

βα
βα

+
c

. 5.9. а) 
4

3S
; б) 248 6 см . 5.10. а) 9:7;  

б) 45. 5.11. а) 3,6; б) 
12
5S

. 5.12. а) ; б) ϕ2cosS 2cosS α . 5.13. 5 6
2

.  
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5.14. 562500 см2. 5.15. 36(3 3)
8 3

−
+

 см2. 5.16. 31,2 6;h< <  

1 2 1 2
3

1 2 1 2

h h h hh
h h h h

< <
+ −

; воспользуйтесь результатом задачи 5.4.а. 5.17. 

2 sin sin
sina

Sh β γ
α

= , 
2 sin sin

sinb
Sh α γ

β
= , 

γ
βα

sin
sinsin2Shc = . 

5.18. 
3
2,

2
3

. 5.19. . 5.20. 22,4см
2
3

. 5.21. 
)2)((2

)3(
baba

babS
++

+
. 5.22. 

. 5.23. 20,3см
)(sin
sinsin2 32

βα
βα

+
⋅⋅R

. 5.24. 23 15
2

см . 5.26. а) 12; б) 6. 

5.27. а) 155 ; б) 24. 5.28. а) 5; б) 6. 5.29. . 5.30. 340. 5:6

Ответы к § 6 
6.1. 45°. 6.2.  или . Указание. Рассмотрите два случая положе-
ния центра окружности: внутри и вне треугольника. 6.3. 90°. 6.4. 57°. 

6.5. . 6.6. 

50° 70°

34°
2 3
4

R
. 6.7. 

3
2 2a

. 6.8. 32h . 6.9. 2a . 6.10. 

)32( +a . 6.11. 3 15
4

. 6.12. 48. 6.13. 20. 6.14. 6 и 12. 6.15. 
8

85
. 

6.16. 6,25. 6.17. 3( 5 1) 3( 5 1),
2 2

r− + r⋅ ⋅ . 6.18. 2. 6.19. 1,6R. 

6.20. 84. 6.21. 75°. 6.22. 3; 4;5. 6.23. 2. 6.24. 5. 6.25. 8 и 15 см. 6.26. 
42 3

3
Q

. 6.27. )332(2 2 +r . 6.28. 3 см. 6.29. 
π4

2
2

2
1 CC −

. 6.30. 37 +π . 

6.31. 1:3. 6.32. 
2

sin

1 sin 2 sin

R α

α α+ +
. 6.33. 

π
Q2 . 6.34. 

π
28 . 6.35. 4. 

6.36. 3. 6.37. )12( −⋅R . 6.38. 
2 (4 3 3)

36
a π −

. 6.39. 2°. 6.40. 144
55

. 

6.41. 6 . 6.42. 9:4. 6.43. ab . 6.44. 3 см.  6.45. 13. 6.46. 6. 6.47. 
8
R

. 
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6.48. 20, 12.5, 5. 6.50. 22 nm + . 6.51. 
22

22

ba

ba

+

−
. 6.52. 3 2

3
. 

6.53. 3. 6.54. r37  или 
7 143

6
r . 6.55. 2 3

3
R

⎛ ⎞±
⋅⎜
⎝ ⎠

⎟ . 6.56. 3r.  

6.57. 17. 6.58. 8 и 10. 6.59.  и . 6.60. 30° 150° 2
5
R

. 6.61. а) 
8
75

;  

б) 25
6

. 6.62. 7. 6.63. sin 2 tg( / 2)R α α⋅ . 6.64. 1. 6.66. 1

2

4 3 3
8 3 3

S
S

π
π
−

=
+

. 

6.67. sin( / 2) .
1 sin( / 2)
R
+

α
α

 6.68. 
2

2 .
5 4ctg ctg

2 2

R

+ +
α α

 6.69. 
22

2

4 ba

a

−
. 

6.70. 10 см. 6.71. 2 114 3
6

R π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 6.72. 
2

2
3(4 3 3)
4(2 3 3)

pπ
π
−
+

. 6.73. 14 

см.  
Ответы к § 7  

7.4. а) . 7.5. а) cd 14 ; б) 5. 7.6. а) 4; б) 6 и 10. 7.7. а) 512  см2;  

б) 48. 7.8. а) 3  м; б) ab
4
3

. 7.9. а) 132; б) 40. 7.10. а) 5 см; б) 27:13; 

в) 7:5. 7.11. а) 8 см; б) 
ba

ab
+

2
. 7.12. а) 

2
a b−

; б) 3
2

ab
b a+

. 7.13. 6.  

7.14 б) |
2

a b− |
. 7.15. а) 1024; б) 4 2 . 7.16. а) ; б) 2m

n
m

. 7.18. 

а) 2 ,
( )ABM CMD

abSS S
a b

= =
+

 
2

2 ,
( )BMC

b SS
a b

=
+

 
2

2( )AMD
a SS

a b
=

+
;  

б) 6. 7.19. а) ; б) . 7.20. 5:3 4:3 ( 5 1) ,
2

aAB BC −
= =  

5 2CD a= − . 7.21. 6. 7.22. 
2 2( ) ( ) tg
4sin

b a a b 2α
α

− + +
.  
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7.23. 8 5 и 4 5 . 7.24. 23 3
4

R . 7.25. а) 10; б) 22 6
2
1 baba ++ . 

7.26. а) 28; б) 88. 7.27. 3(3 5)
2
+

. 7.28. а) 38 ; б) 48. 7.29. а) 3 см; 

б) 1:4. 7.30. 2 sin sin
sin sin

+
⋅

α β
π α β

. 7.31. 13 . 7.32. 1 и 57. 7.33. Указание. 

Соедините середины противоположных сторон с серединой какой-
нибудь из диагоналей. 7.35. а) 1 и 7; б) 4. 7.36. 1:2sin α . 7.37. . 

7.38. 

3/ 32

3 . 7.39. 1:2. 7.40. 
3
S

. 7.41. ,
4
π

 
3
4
π

. 7.42. 
2 22 2,r R

Rr Rr
. 7.43. 

)( baa − . 7.44. 3
29

. 7.45. 18
25 2 130 445+ +

. 

Ответы к § 8 

8.3. а) 3 2 ; б) 4. 8.4. 2 2 2 2,a b ab a b ab+ − + + . 8.5. 70 . 
8.9. 1 м. 8.10. а) 6, 12, 18 и 12 см; б) . 8.11. а) 

; б) 

2см
°°°° 90,135,90,45

27,5м 2( 24 12)м+ . 8.12. 3. Указание. Воспользуйтесь тем, что 
сумма двух взаимно обратных положительных величин принимает 
наименьшее значение равное 2. 8.14. . Указание. Докажите, что 
четырехугольник, вершинами которого являются середины диагоналей 
и середины сторон  и , – прямоугольник. 8.16. Указание. 
Рассмотрите два четырехугольника, вершинами которых являются 
середины диагоналей и середины противоположных сторон 
рассматриваемого четырехугольника. 8.17. Указание. Воспользуйтесь 

теоремой косинусов. 8.18. 

90°

AD BC

2 6
2

AC +
= . 8.19. 212 15 см . 8.20. 

cdab
bcad

+
+

.  8.21 .  8.22. 4 24( 2 1)r+ . 

Ответы к § 9 
9.2. а) 7/15. Указание. Воспользуйтесь теоремой косинусов; б) 1. 

9.3. 
αsin
21hh

. 9.5. 
S
R34

. 9.6. а) S
8
3

; б)  S
24
7

. 9.7. : 3BN NA :1= .  
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9.8. 
2 24 tg
4

a b α−
. 9.9. 2224 Snm − . 9.10. 3. 9.13. а) 

2(1 )
2
k S
k

+
; 

б) 1. 9.14. а) 912  см; б) 12 см. 9.15. а) π4 ; б) 
16

3 2aπ
. 9.16. а) 

2arcsin ;
π

 
2arcsinπ
π

− ; б) απ sin
4

; в) 4arcsin ;S
Qπ

 
4arcsin S
Q

π −
π

. 

9.17. . 9.18. 30 abπ . 9.20. . 9.22. 5 и 12 см. 9.23. а) a2
4
p

 и 
4

3p
; б) 

12arctg
3

. 9.24. 3. 9.25. а) 12; б) 7. 9.26. 4:5. 9.27. 2. 9.30. 213  см. 

9.31. 10 . 9.32. 16.  9.34. S
12
17

. 9.35. 10, 17, 21 и 337 . 9.37. 
6
1

. 

9.38. 
3

17
. 9.39. 

3
)332(4 +

. 9.40. . 9.41. 30 ,150° °
2
33 2R

. 9.42. 

11
39

. 9.43. 13 . 9.44. 
3
d

. 9.45. 
2(4sin 1)

8sin
a α

α
+

. 9.46. 
4

7a
. 9.47. 

2
α βπ +

− . 9.48. 17 ; точка O  расположена внутри квадрата. 9.49. 
4

15
.  

Ответы к § 10 
10.1. а) Да; б) не обязательно. 10.3. б) 0, 1, 2, 3. Указание. Воспользуй-
тесь результатом предыдущего пункта задачи.  10.4. а) 13; б) . 

10.5. а) 30; б) 36. 10.6. 

°180

,ctg 
4
1 2

n
naS π

=  ,
sin2

=

n

aR
π

 ctg
2
ar

n
π

= ⋅ . 

10.7. 12. 10.8. а) 20; б) 4, 5, 6. 10.9. . Указание. На ребре °60 DE  
возьмите точку M  так, чтобы ABEEBM ∠=∠ , и докажите, что четы-

рехугольник −ACDE ромб. 10.10. 
2

2

2cos sin
7 7

7 2ctg cos sin
4 7 7 7

π π

π π
−

π
. 10.12. 

3
4

. 

10.13. а) 4 3 ; б) 1,5. 10.14. 4,5. 10.15. а) 36 ; б) π16 . 10.16. а) 5:3; 
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б) 1:)13( + . 10.17. 
12
5S

. 10.18. 
2

)62( +r
. 10.19. 9. Указание. 

После решения квадратного уравнения выполните проверку. 

10.20. 
2

2

ctg ( 2)
2

4
1 tg

n na n

n

π π

π

− −
⋅

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 10.21. 
ba

ab
−2

. 10.22. 3
4
5

. 10.23. 

а) Указание. Выберите три соседние точки и воспользуйтесь результа-
тами задач 8.6.б и 9.10. б) Указание. Сторона пятиугольника равна 

R
2
5

, где −R  радиус данной окружности. 10.24. 
2

2nR
, где −R  ра-

диус описанной около -угольника окружности. n

Ответы к § 11  
11.2. Дуги двух окружностей величиной απ 22 − , для которых от-

резок является хордой. 11.3. Искомое ГМТ – все точки плоскости, ле-
жащие внутри угла. Точки, лежащие на сторонах угла исключены. Ука-
зание. Покажите, что для любая внутренняя точки угла является сере-
диной некоторого отрезка с концами на сторонах данного угла. 11.4. 
Окружность с диаметром . 11.5. Окружность с диаметром АО, где О 
– центр окружности. 11.6. Парабола с осью, проходящей через данную 
точку и перпендикулярной данной прямой. Указание: примените метод 
координат. 11.7. В случае, если данные прямые параллельны, искомое 
геометрическое место точек – прямая, параллельная данным и прохо-
дящая через середину отрезка с концами на данных прямых и перпен-
дикулярного им. В случае, если данные прямые не параллельны – все 
точки плоскости, за исключением точек, лежащих на данных прямых. 
11.8. Прямоугольник с вершинами на данных прямых. 11.9. Две пря-
мые, проходящие через точку пересечения данных прямых, если эти 
прямые пересекаются; две прямые, параллельные данным прямым, если 
данные прямые параллельны друг другу и отношение расстояний не 
равно 1; прямая, расположенная посередине между данными прямыми, 
если они параллельны и отношение расстояний равно 1. 11.10. Образ 

данной окружности при гомотетии с коэффициентом 

AB

2
1

 с центром в 

данной точке. 11.11. Серединный перпендикуляр к отрезку , ис-AB
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ключая точку пересечения с прямой . 11.12. Окружность с диамет-

ром , где  и   – точки прямой  такие, что 

AB

21XX 1X 2X AB 2
1

1 =
BX

AX
 и 

2
2

2 =
BX

AX
. Указание. Воспользуйтесь теоремой о биссектрисе угла 

 и смежного с ним. 11.13. Окружность с центром на прямой . 
Замечание. Задачу можно решить с использованием метода координат. 
Пусть . Тогда искомое место точек – окружность радиуса 

AXB AB

aAB =

2| 1
ak

k − |
 с центром на прямой , расположенным  на расстоянии AB

2

2| 1
ak

k − |
 от точки  справа, если  и  слева, если A 1>k 1<k . 11.14. От-

резок. 11.15. Прямые, содержащие диагонали квадрата, и окружность, 
описанная вокруг него. Указание. Используйте метод координат. 11.16. 
Стороны квадрата, вершины которого являются серединами квадра-
та .  11.17. Вся плоскость. Если ABCD −321 ,, ddd  расстояния от вы-
бранной точки до данных прямых, то окружность радиуса 321 ddd ++  
с центром в этой точке пересекает каждую из прямых (в двух точках) и 
является описанной около треугольников, вершинами которых являют-

ся полученные точки пересечения. 11.18. Пусть k
BC
AD

= . Искомое 

ГМТ – окружность с центром в точке M  такой, что 
k

kBCAM
+

=
1

, ра-

диуса 
k

kAB
+1

, из которой выброшены точки пересечения с прямой . 

11.19. Окружность, симметричная данной относительно прямой , из 
которой исключены точки  и 

AD

AB
A B . 11.20. Отрезок  разбивает ок-

ружность на две дуги. Из точек первой он виден под углом С , из точек 
второй под углом 

AB

С−π . Искомое ГМТ – объединение двух дуг окруж-

ностей, из которых  виден под углом AB
2
С+π

 и 
2
С

−π  (см. задачу 

11.2) и лежащих соответственно по ту же сторону от прямой  что и 
первая и вторая дуги исходной окружности. Точки  и 

AB
A B  исключены. 

11.21. Искомым ГМТ является окружность, полученная из данной ок-
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ружности гомотетией с коэффициентом 
3
1

 с центром в середине отрез-

ка . 11.22. Граница параллелограмма , за исключением 
вершин, вершины которого лежат на прямых  и  так, что 

 и расстояние между ними равно 

AB 11LKLK
AC AB

CBKL || 2 ABCs S
BC
−

⋅ . 

Ответы к § 12 
12.8. Две противоположные вершины искомого квадрата лежат, во-
первых, на внешних полуокружностях, построенных на противополож-
ных сторонах четырехугольника, вершинами которого являются данные 
точки, и, во-вторых, на прямой, проходящей через точки внутренних 
полуокружностей, равноудаленных от концов соответствующих диа-
метров. Задача не всегда имеет решение. 12.10. Возьмите два произ-

вольных отрезка  и  так, чтобы выполнялось соотношение m n
b
a

n
m
= . 

По отрезкам  и углу между ними  постройте треугольник 
, подобный искомому. Далее выполните подобное преобразова-

ние  так, чтобы высота искомого  была равна данной 
высоте . Для этого на высоте  треугольника  (или на 
продолжении высоты ) отложите отрезок 

nm, C
CBA 11

1 1A B C ABC

ch 1CD CBA 11

1CD chCD =  и через точку 
D  проведите прямую . Треугольник  – искомый. 
12.14. Сделайте параллельный перенос одной из окружностей на вектор 

11|| BAAB ABC

AB . 12.17. Отразите точку относительно прямой XY . 12.18. Возьмите 
на одной из окружностей произвольную точку и «поверните» плоскость 
вокруг нее на . 12.21. Сделайте гомотетию с центром в данной точ-

ке и коэффициентом 

°60

2
1

. 12.28. Пусть M  – данная точка,  и 1O −2O  

центры окружностей, XM  и  равные хорды, лежащие на одной 
прямой 

YM
XOMO 11 = , YOMO 22 = ,  и 1R −2R  радиусы окружно-

стей, 21MOO∠=α – известный угол, −∠= MXO1ϕ  неизвестный 
угол. Тогда )cos(cos 21 ϕαπϕ −−= RR . Следовательно, угол ϕ  
можно построить циркулем и линейкой. Второе решение: Постройте 
окружность, симметричную первой окружности относительно точки М.  
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12.29. Пусть дан угол  и внутри него точка . Постройте точку 
, симметричную точке  относительно прямой , и точку , 

симметричную  относительно прямой ON . Точки 

MON A
1A A OM 2A

A B  и  пересече-
ния прямой  с прямыми  и  будут вершинами искомого 
треугольника. 12.30. Линия 

C
21 AA OM ON

AOA ′′′ – прямая и AOOA ′′=′ . Из равен-
ства прямоугольных треугольников  и AOK OKA′ ,  и AOL OLA ′′  
следует, что AOA′  и AOA′′  равнобедренные, а потому 

 ,OKAAOK ′∠=∠ OLAAOL ′′∠=∠ ; но °=∠+∠ 90AOKAOL ; 
значит, =°+°=′∠+′′∠ 9090AAOOAA  °=180 , т.е. точки OA ,′ , и 

 лежат на одной прямой, при этом A ′′ AOOAOA ′==′′ , как стороны 
равнобедренных треугольников с общей боковой стороной . Следо-
вательно, точки 

OA
A′  и A ′′  симметричны относительно центра . 12.37. 

Постройте сначала геометрическое место точек, из которых данный от-
резок  виден под данным углом. Из двух дуг с хордой 

O

cAB = cAB = , 
вмещающих данный угол α , рассмотрите лишь одну. Вторым геомет-
рическим местом точек будет окружность с центром в точке  и радиу-
сом . Оба геометрических места могут иметь две общие точки, 
одну и ни одной. Соответственно этому задача может иметь два реше-
ния, одно или ни одного. 12.38. Из произвольной точки 

A
bR =

N , лежащей на 
стороне  данного острого угла , восставьте перпендикуляр и 
на нем от точки 

AB ABC
N  внутрь угла отложите отрезок aNM = . Проведите 

прямую  до ее пересечения со стороной угла  в точке ABMK || BC K . 
Из точки K  опустите перпендикуляр  на сторону . Прямая  
– искомая, так как 

KL AB KL
ABKL⊥  и aNMKL == .  

Ответы к § 13  

13.1. а) );(
2
1 →→

+ ba  б) . 13.3. 2 3a b
→ →

− +
5 3
8 8

a b
→ →
+ . 13.4. − −

→ →
a b .  

13.5. 9 1
10 10

a
→ →
+ b . 13.6. 2 a b

→ →
+ .  13.7. 1 ( )

2cos( / 2)
a b

α

→ →
+ .  

13.8. 
1
3

. 13.9. −11. . 13.10. 26  13.11. .
21
4

−  13.12. .
2
19
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13.13. .
4
1

−  13.14. а) 7S.  б) 
7
S

. 13.15. 
→→

+ ba
7
4

7
2

 13.16. 
αcos1+

+
→→
ba

. 

13.17. а) ; б) 2c
→

→→

→→
→

⋅+− b
bb

baa . 13.18. . 13.19. или  

13.20. а) 

(3;1) °45 .135°

3
5

± ; б) 2; 1− . 13.21. 3:1, считая от вершины. 13.22. а) 

)(
16
5 →→

+ ba ; б) 
→→

+− ba
36
25

18
7

.  

Ответы к § 14 

14.1. . 14.2. а) )8;0(),1;3( BA − ;
3

321 xxxx ++
=  

3
321 yyyy ++

= ; 

б) , 1 (6;6)C = 1 (7;2)D =  и 2 ( 2;4)C = − , 2 ( 1;0)D = − . 14.3. а) 
; б) 072 =−+ yx 0244 =+− yx . 14.4. а) 03643 =+− yx , 

 и 01443 =−− yx 05234 =−+ yx ; б) 0118935 =−+ yx  и 
06649131 =−+ yx . 14.5. а) 01352 =−− yx ; б) 01825 =−+ yx .  

14.6. 13. 14.7. а) 
14
3arccos ; б) 

135
1arccos−π . 14.8. а) 

 высота, 4 11 0x y− + − = − 11 6 27 0x y− + − = −
0

 медиана; б) 
. 14.9. а) 2,6; б) 3 17x y+ − = 03132 =−− yx  и 02132 =+− yx . 

14.10. а) 13 ; б) 
26
135

. 14.11. а) ;  5)4()1( 22 =−+− yx

б)  . 14.12. а) 2 2( 2) ( 6)x y− + − = 5 2 2 9( 3) ( 2)
41

x y− + + = ;  

б) . 14.13. 2 2( 1) ( 2) 4x y+ + − = 3 ( 4y k x )− = + , где 
1
4

k =  или 
13
16

− . 

14.14.  или .  90)3()16( 22 =++− yx 250)3()16( 22 =++− yx

14.15. а) , ;  20)4()3( 22 =−+− yx 20)8()5( 22 =−++ yx

б)  и .  26)2()3( 22 =++− yx 26)8()5( 22 =−+− yx
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14.16. . 14.17. 50)1()3( 22 =−+− yx
13
36

2
5 2

2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + yx . 14.18. 

25 . 14.19. 021912 =++ yx , 025173 =++ yx  и 01929 =++ yx . 

14.20. 5
2

. 14.22. 324
3

2
−+

π
. 14.23. а) , где 23a −a  длина сто-

роны квадрата; б) , где 24a −a  длина стороны квадрата. 14.24. а) 

1
2

3
+

π
; б) 1

2
+

π
; в) 1

2
+

π
. 14.25. 2

2
2

1
|1|3

k
kr

+
−

⋅ . 14.26. 

222 arR −+ . 14.27. 5. 14.29. 
13
1

. 14.30. 1. 14.31. Точка пересе-

чения медиан треугольника. 14.32. Нет. 

Ответы к § 15 

15.1. 4 см; 4 см2. 15.2. a
2
2

. 15.3. 2tg
4

R α
. 15.4. 4 дм; 1 дм2.  

15.5. 6 12;
4 4π + π +

. 15.6. 22R . 15.7. 1 дм, 4 дм. 15.8. 
2
9

 см, см. 15.9. 6

3
π

, 
2
3
π

, 300 3  см2. 15.10. 4
4
3

 м, 4
3
44 ⋅  м. 15.11. 4 см, 40 см.  

15.12. ,
2sin( / 2)

a
α

 21 ctg
4 2

a α
. 15.13. 23 2 3 2 9 ,  ,

2 2 2
cм см см . 

15.14. 6 см, 5 см, 24 см2. 15.15. 1:1. 15.16. 1:1. 15.17. . 15.18. . 1:2 1:2
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